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PRÉFACE. 



C'est à la suite de recherches sur les surfaces du 
second degré que nous avons commencé le travail 
que nous publions aujourd'hui. La théorie géomé- 
trique de ces surfaces, que nous élaborons depuis 
six ans, et que nous espérons produire un jour, non- 
seulement trouve son point de départ dans celle des 
sections coniques, mais encore l'invoque à chaque 
pas ; cependant, celle-ci nous ayant manqué une fois 
contre notre attente, nous avons été conduit, pour 
essayer de remédier à ce défaut, à aborder le sujet 
traité dans cet Ouvrage. 

Malheureusement les auteurs étrangers sont trop 
négligés en France, et l'on s'attache peu à y répandre 
leurs travaux à l'égal des nôtres. Que ce soit là notre 
excuse, si nous nous sommes aperçu seulement quand 
nous étions au bout de notre tâche que quelques-uns 
de nos résultats, absolument inconnus en France, 
étaient depuis longtemps connus à l'étranger : nous 
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avons cité les auteurs. C'est grâce aux communica- 
tions obligeantes de M. Cremona, professeur si appré- 
cié du public savant, que nous en avons eu connais- 
sance : c'est lui qui nous a mis en relation * avec 
M. Smith, professeur de Géométrie à l'Université d'Ox- 
ford, et nous nous plaisons ici à les remercier tous 
les deux du bienveillant intérêt dont nous avons été 
l'objet de leur part. 
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THÉORIE DE L'INVOLUTION PLANE. 



1 . Nous dirons que des points conjugués trois à trois 
sont en immolation plane lorsqu'ils sont les sommets de 
triangles conjugués à une même conique. Si, au lieu de 
considérer les sommets de ces triangles, nous en considé- 
rons les côtés, également conjugués trois à trois, nous di- 
rons encore que ces droites sont en immolation plane. Sui- 
vant que la conique qui détermine ainsi Tinvolution sera 
un cercle, une ellipse,... nous dirons que Finvolution est 
circulaire, elliptique 

Ces définitions admises, nous allons étudier les proprié- 
tés de Tinvolution plane et ses analogies avec Finvolution 
linéaire. Nous étudierons plus spécialement le cas où Fin- 
volution est circulaire, qui est celui où ces analogies sont 
le plus remarquables. 

2. Nous ne discuterons pas les différents cas particuliers 
qui peuvent se présenter dans la position du triangle; 
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ils résultent de la théorie des sections coniques ; nous les. 
énoncerons seulement : 

1° Un sommet peut être à Tinfini ; alors les deux autres 
sont sur un diamètre, et le divisent liarmoniquement^ 

1^ Un côté peut être à Tinfini \ alors le sommet opposé 
est le centre de la courbe et les deux autres côtés en sont 
deux diamètres conjugués; 

3° Un sommet peut être sur la courbe ; alors un second 
sonunet se confond avec lui sur la tangente en ce point, et 
le troisième est un point quelconque de cette droite, par 
exemple le point de contact ; de sorte que la conique peut 
être considérée comme le lieu des points doubles ou des 
points triples de l'involution. Nous rappellerons, pour cette 
raison, la conique triple de Vinvolution, 

Lorsque deux sommets du triangle sont confondus sur 
la conique, deux côtés sont aussi confondus et sont la tan- 
gente en ce point, le troisième est la polaire du troisième 
sommet qui est sur la tangente. Si ce poinf est aussi le point 
de contact, on voit que la tangente forme à elle seule les 
trois côtés. De sorte que, lorsque des droites sont en invo- 
lution plane, la conique triple est également Fenveloppe 
des droites doubles ou des droites triples de Tinvolution. 

Deux coniques ayant généralement un triangle conjugué 
commun et un seul, il en résulte que deux involutions 
planes ont généralement un triangle commun. Les cas 
d'exceptions sont celui où les deux coniques triples ont un 
point de contact, alors deux côtés du triangle conjugué 
commun se confondent avec la tangente en ce point; et 
celui où elles sont doublement tangentes, alors il y a une 
infinité de triangles conjugués conununs, constitués par 
la corde de contact et par deux droites conjuguées passant 
par le pôle de cette droite : comme cas particulier de ce 
dernier, les coniques peuvent être concentriques et avoir 
les mêmes directions asymptotiques. 

Enfin une iuvolution plane est évidemment projective \ 
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car une conique et un triangle conjugué ont pour perspec- 
tive une conique et un triangle conjugué. 

3. Nous avons ainsi retrouvé les propriétés analogues 
à toutes les propriétés descriptives de Tinvolution linéaire, 
centre, points doubles, segment commun à deux involu- 
tions, projectivité •, il ne manque que celle qui est relative 
au sommet de Tinvolution, d'où Ton voit tous les segments 
sous un angle droit. Nous allons rencontrer la propriété 
analogue dans Tinvolution plane circulaire-, mais, de même 
que dans l'involution linéaire les points doubles doivent 
être imaginaires pour que le sommet soit réel, il faudra ici 
que le cercle triple soit imaginaire. 

•On sait en effet que, si du point de rencontre des hau- 
teurs d'un triangle comme centre, on décrit un cercle dont 
le carré du rayon soit égal au produit des deux segments 
de chaque hauteur comptés à partir de ce point, produit 
constant pour chaque hauteur et positif ou négatif suivant 
que le point de rencontre des hauteurs est extérieur ou in- 
térieur au triangle, on sait que le triangle est conjugué par 
rapport à ce cercle. 

Nous donnerons à la racine carrée de ce produit le nom 
de puissance du triangle; suivant l'un ou l'autre cas, al- 
gébriquement parlant, elle sera réelle ou imaginaire ; mais 
il nous arrivera souvent, dans le second cas, de lui restituer 
son caractère de longueur géométrique, et de ne pas tenir 
compte des signes des segments. Quoi qu'il en soit, on peut 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Tous les triangles qui ont même point 
de rencontre des hauteurs et même puissance algébrique 
forment une involution plane dont la conique triple est 
un cercle réel ou imaginaire, suiv^ant que le point de 
rencontre des hauteurs est extérieur ou intérieur à ces 
triangles. Il a ce point pour centre et la puissance algé- 
brique pour rayon. 

D'ailleurs il est facile de faire voir que, lorsqu'un 

I . 
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trièdre trirectangle est coupe par un plan suivant un trian- 
gle, le sommet se projette à Tintérieur du triangle suivant 
Je point de rencontre des hauteurs, et la longueur de la pro- 
jetante est égale à la puissance géométrique du triangle. 
Il en résulte que, si l'on considère une involution plane 
circulaire imaginaire, et qu'au centre de Tinvolution on 
élève à son plan une perpendiculaire égale à la puissance 
géométrique de tous les triangles de l'involution, de l'ex- 
trémité de cette perpendiculaire on verra tous ces triangles 
sous un angle trièdre trirectangle. 

4. C'est ce système de triangles, conjugués à un même 
cercle, que M. Poudra a considéré le premier sous le nom 
d! in\folution plane (*), et il a dit que sa perpective était 
aussi une involution plane, dans le sens qu'il attachait à ce 
mot, ce qui parait faux, puisque le cercle imaginaire par 
rapport auquel ils sont tous conjugués a pour perspective 
une ellipse imaginaire, et que tous ces triangles ne peuvent 
être à la fois conjugués par rapport à un cercle et par rap- 
port à une ellipse. Voici probablement la cause de son er- 
reur : si l'on prend le sommet de l'involution pour point de 
vue, tous les trièdres, étant trirectangles, se projetteront sur 
un plan quelconque suivant des triangles ayant même 
point de rencontre des hauteurs et même puissance, par 
conséquent suivant une involution plane circulaire imagi- 
naire-, c'est qu'alors le cône qui projette le cercle imagi- 
naire, étant coupé par un plan quelconque suivant un cercle, 
sera une sphère réduite à son centre, ce qu'on vérifie d'ail- 
leurs en voyant que le centre du cercle d'intersection de ce 
cône avec un plan quelconque est le pied de la perpendi- 
culaire p abaissée du point fixe sur ce plan^ et que son rayon, 

qui est égal, pour une sphère de rayon R, à y^R' — jp', est 

ici égal à \j — p*. 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques y a® série, t. III, p. /JqS. — 
Chasles, Rapport sur les progrès de la Géométrie j p. 3o8; 1870. 
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5. U est encore une propriété de Tinvolution linéaire, 
relative au sommet de Tinvolution, qui trouve son analogue 
dans Tinvolution plane. Dans la première, en eflet, tous 
les cercles décrits sur les segments comme diamètres ont 
même axe radical. Dans la seconde, si Ton circonscrit un 
cercle à un triangle quelconque de Tinvolution, les sphères 
ayant ces cercles poiu* grands cercles ont même axe radi- 
cal, et cela quelle que soit la conique triple. 

C'est ce qui résulte en eifet d'un théorème connu, savoir : 
La puissance du centre d'une conique par rapport à un 
cercle circonscrit à un triangle conjugué est égale à la 
somme des carrés des demi-axes ( * ) . 

Si la conique est réelle, son centre est toujours extérieur 
à un triangle conjugué, et les sphères ne se couperont pas, 
de même que, dans l'involution linéaire à points doubles 
réels, les cercles correspondants ne se coupent pas. Mais, si 
la conique est une ellipse imaginaire, les sphères se coupe- 
ront en deux points symétriques par rapport au plan de 
l'involution, se projetant suivant son centre réel, et la lon- 
gueur de la projetante sera \ja^ -+- è*, a y/— i et b \j — i 
étant les demi-axes de l'ellipse. Néanmoins, dans le cas où 
« = A = R, ces points ainsi déterminés diffèrent complè- 
tement du sommet précédemment déterminé (3), puisque 
leur projetante est R y^ et que celle du sommet est égale 
àR. 

6. Nous allons traiter maintenant les différents pro- 
blèmes que l'on peut se proposer sur l'involution plane. 

Si la conique triple est donnée, l'involution sera déter- 
minée et l'on pourra construire un triangle quelconque de 
l'involution facilement. Sinon, l'involution sera déterminée 
toutes les fois que l'on connaîtra cinq éléments de la conique 



(*) Faure, Nouvelles Annales de Mathématiques y t. XIX, p. 234* — 
M. P. Serret donne également une démonstration géométrique de ce théo- 
rème [Géométrie de direction^ p. 217). 
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triple, par exemple, si rînvolution doit être circulaire et 
qu'on en connaisse un triangle. Si Tinvolution doit être 
quelconque, deux triangles la détermineront, mais leurs 
six sommets devront être sur une même conique, comme 
on le sait ( * ) . 

Problème. — Construire la conique triple d'une in^o- 
lution déterminée par deux triangles. 

On peut dans ce cas-là se proposer de construire la co- 
nique triple. Soient ABC, h!^'Q! {fi g- i), les deux trian- 




\ 



gles donnés. Le point a est évidemment le pôle de la droite 
AA'; donc les points a et |5 sont conjugués par rapport à la 
conique cherchée ; elle passe donc par les points doubles de 
Tinvolution linéaire, déterminée sur la droite BC par les 
deux segmems BC, a|3. Le problème est donc ramené au 
problème analogue de Tinvolution linéaire, et Ton pourrait 
d'ailleurs facilement en construire le centre, car le triangle 
Aa(3 étant conjugué par rapport à la conique, le centre 
radical des cercles circonscrits aux triangles ABC, A'B'C, 
Aa(3 est précisément le centre de la conique, d'après le^ 
théorème énoncé plus haut, et la longueur de la tan- 
gente menée de ce point à ces cercles est égale à ^a* •+- i*. 
Ou bien encore d'après cette propriété : Etant donnés 
deux points et leurs polaires, si par chacun de ces points on 
mène une parallèle à la polaire de l'autre, la droite qui 

(') Chaslbs, Traité des Sections coniques, p. i/|0. 
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passe par leur point de rencontre et celui des droites don- 
nées passe aussi par le centre de la courbe (^). 

Si plusieurs triangles conjugués ont un côté commun, 
leurs sommets forment sur ce côté une involution linéaire 
dont les points doubles sont ceux où il rencontre la conique, 
d'ailleurs, dans ce cas, les cercles circonscrits ont même 
axe radical. Il en résulte ce théorème : 

Théorème. — Si l'on construit une série de cercles 
ayant même axe radical, lequel passe par le centre 
d'une conique, et tels que la puissance algébrique de ce 
centre par rapport à l'un quelconque d'entre eux soit 

égale à \ja^ -H b^, la polaire d'un de leurs points corn- 
muns par rapport à la conique déterminera sur ces cer- 
cles une ini^olution linéaire dont les points doubles sont 
les points d'intersection de cette droite a\^ec la conique. 

7. Problème. — Construire un triangle d'une im^olu- 
tion plane déterminée par deux triangles. 

On peut y arriver sans construire la conique triple : car, 
soient aie, alb'c! {fig- 2) les deux triangles donnés 5 il est 

Fig. 2. 




facile, au moyen de ces deux triangles, d'en déterminer 
deux autres réciproquement conjugués par rapport à la co- 
nique cherchée, c'est-à-dire tels que la polaire d'un sommet 



(*) P. Sbrrit, Géométrie de direction, p. i85. 
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de l'un d'eux soit le côté homologue de l'autre; par exem- 
ple, les triangles a(3y, «'P'yS comme il est aîsé de le vérifier 
dans la figure; et, d'après un théorème connu, ces triangles 
sont homologiqucs. Soient donc «i un sommet du triangle 
cherché, |3', et y\ les points d'intersection du côté opposé 
avec a' y' et a' (3'; par le même théorème les triangles «ijSy 
et a^^\ y\ seront homologiqucs, ce qui permettra de déter- 
miner un point de la droite j3', y\ , polaire du point a,, par 
rapport à la conique triple. Il suffira de joindre «jy, qui 
rencontre a'/ en )p, ajjS qui rencontre a'|3' en ^, la droite 
pq rencontrera j3y au point /', qui est un point de la droite 
cherchée ; on pourrait de même en déterminer un second, 
au moyen du triangle «lajS et de son homologique; on aura 
ainsi le côté opposé au sommet oci choisi arbitrairement. 

Sur ce côté, les deux autres sommets ne sont pas déter- 
minés, ils forment une involution linéaire que l'on pourra 
déterminer au moyen de la construction suivante, tout à 
fait analogue à celle de l'involution linéaire. 

On construira immédiatement, comme plus haut (6), un 
troisième triangle A «^ de l'involution ; les sphères ayant 
pour grands cercles les cercles circonscrits à ces triangles 
auront même axe radical (5), et toutes les sphères de leur 
série qui passeront par le sommet choisi «i couperont le 
plan de l'involution suivant une série de cercles ayant 
même axe radical et déterminant sur la droite précédem- 
ment construite l'involution linéaire cherchée, dont deux 
points conjugués quelconques seront les deux autres som- 
mets du triangle. Dans le plan, la construction se ramènera 
à la suivante : on décrira le cercle orthogonal commun aux 
trois cercles circonscrits, et tous les cercles passant par le 
point a, et orthogonaux à ce dernier donneront chacun 
sur la polaire du point a^ deux points répondant à la ques- 
tion. 



CHAPITRE II. DES SYSTÈMES PONCTUELS. 



CHAPITRE IL 



DES SYSTÈMES PONCTUELS. 



8. La théorie de Tinvolution plane, très-féconde en elle- 
même, le sera surtout par une autre théorie à laquelle elle 
va nous conduire, celle des coniques en involution. Mais, 
avant de T aborder, il est nécessaire d'étudier certaines pro- 
priétés de ces courbes. 

D'une façon générale, on appelle système de coni" 
ques ( ^ ) l'ensemble de plusieurs coniques satisfaisant à des 
conditions communes et définies dans chaque cas suivant 
la nature du système. Il y a les systèmes ponctuels et les 
systèmes tangentiels. Nous allons nous occuper d'abord 
des premiers. D'ailleurs, toutes les fois que nous ne dési- 
gnerons pas la nature du système, c'est qu'il s'agira d'un 
système ponctuel. 

DU SYSTÈME PONCTUEL DU PREMIER ORDRE, OU FAISCEAU 

PONCTUEL. 

Équation générale en coordonnées ordinaires : 

>C-|-pC'=:0. 

9. On entend, par système ponctuel du premier or- 
dre, ou simplement -par faisceau ponctuel, l'ensemble des 
coniques qui ont quatre points communs. La propriété 
caractéristique d'un faisceau résulte du théorème de De- 

(') Smith, Proeeedingt of theLondon mathemaUeal Society y ii9 14, p. 90. 
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sargues-Sturm, d'après lequel ces courbes sont coupées par 
une même droite suivant un système de points en invoiu- 
tion linéaire. Ces courbes ont donc sur une droite quel- 
conque un système de deux point conjugués communs, qui 
sont les points doubles de Tinvolution linéaire correspon- 
dante. Ces courbes satisfaisant à quatre conditions, on 
peut se demander si, réciproquement, toutes les coniques 
qui ont quatre couples de points conjugués communs ont 
quatre points communs, et par suite une infinité de couples 
de points conjugués communs. C'est en effet ce qui a lieu ( * ) : 
car, si nous considérons deux coniques C et C parmi celles 
qui admettent les quatre couples donnés, nous voyons d'a- 
bord que toutes les coniques du faisceau [C.C] (*) les ad- 
mettront également. De plus il n'y en aura pas d'autre-, 
car, s'il y en avait une C, toutes les coniques des faisceaux 
en nombre infini déterminés par la conique CI' et chacune 
des coniques du faisceau [C.C], coniques dont l'indéter- 
mination est d'un ordre supérieur au premier, admettraient 
également les quatre couples donnés, ce qui ne saurait avoir 
lieu, à moins que ces quatre couples ne soient pas distincts, 
c'est-à-dire que trois d'entre eux n'entraînent le quatrième, 
cas sur lequel nous reviendrons (19). 

10. De quatre couples de points conjugués, on peut donc 
en conclure une infinité, qui, en somme, ne forment que 
quatre couples distincts. Nous verrons également (19) 
comment on peut en déduire une infinité au moyen de trois 
couples distincts. Énonçons enfin le théorème suivant, qui 
indique le cas où trois couples ne sont pas distincts et 
comment on peut déduire l'un des deux autres : 

Théorème. — Lorsqu'une conique dwise harmonique- 

(* ) On trouve une autre démonstration de cette propriété par M. de Jon- 
quières {Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIV, p. 4^9)* 

(') Le faisceau fC.C] signifie le faisceau déterminé par les courbes C 
et G'. La conique P [G.C] signifie la conique du faisceau [G.C] qui passe 
par le point P. 
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ment les deux diagonales d'un quadrilatère, elle div^ise 
aussi harmoniquement la droite qui joint les points de 
concours des côtés opposés ( * ) . 

En d'autres termes, de deux couples PiQi et PiQj ré- 
sulte un troisième couple fourni par le point d'intersection 
des droites Pi Qt et Pj Qi et celui des droites Pj P, et 

QiQ. 

1 1 , Toutes les coniques qui passent par trois points pou- 
vant être considérées comme ayant trois couples de points 
conjugués comimuns respectivement sur chacun des trois 
côtés du triangle des trois points, il en résulte que toutes les 
coniques qui passent par trois points et qui ont un système 
de points conjugués communs peuvent être considérées 
comme ayant quatre couples de points conjugués communs, 
et par suite passent par un quatrième point. Il est facile à dé- 
terminer : car soient a, £, c les trois points donnés [fig- 3) 

Fig. 3. 



P 




et P, Q les points conjugués communs \ le système des co- 
niques considérées formant un faisceau, il suffit, pour avoir 
le quatrième point rf, de trouver celles d'entre elles qui se 
réduisent à deux droites \ or, si la droite xic coupe en (3 la 
droite PQ et qu'on détermine le point |3' conjugué de /3 par 
rapport aux points P et Q, il est évident que le système des 
droites ac^ £j3' répond à la question; on aura de même les 

( * ) Hesse, De curvis et iuperficiehus secundi ordinis {Journal de Crelle, 
t. \X, p. 3oi; i84o}. 
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systèmes ai, cy' et ic, aa', et les trois droites aaJ^ b^\ cy' 
passeront par un même point d^ qui est le quatrième point 
cherché. On retrouve donc ainsi les théorèmes suivants. 

Théorème. — Etant donnés un triangle et une im/olu- 
tion linéaire, les trois droites qui joignent un sommet du 
triangle au point de Vinyolution conjugué de celui par 
oii passe le côté opposé concourent en un même point. 

Théorème. — Ce point est commun à toutes les coni^ 
ques circonscrites au triangle et conjuguées par rapport 
aux points doubles de l'inuolution. 

Corollaire, — Si les points P et Q sont les points cir- 
culaires de l'infini, la conique devient une hyperbole équi- 
latère, le point d devient le point de rencontre des hauteurs 
du triangle abc et les énoncés deviennent : 

Théorème. — Les trois hauteurs d'un triangle se cou- 
pent en un même point. 

Théorème. — Toutes les hyperboles équilatères cir- 
conscrites à un triangle passent par le point de rencontre 
des hauteurs, 

12. Problème. — Construire une conique, connaissant 
quatre points et un système de points conjugués, 

I ° Si les quatre points sont donnés par Tintersection de 
deux coniques C et C, la droite sur laquelle se trouvent 
les deux points conjugués coupera la conique cherchée 
suivant les deux points conjugués communs à deux involu- 
tions linéaires, dont Tune est déterminée sur la droite par 
toutes les courbes du faisceau [C.C], et dont Tautre a pour 
points doubles les points conjugués donnés*, dans ce cas, la 
construction est quadratique \ 

1^ Si les quatre points sont donnés directement, au moyen 
des deux points conjugués et de trois quelconques des 
quatre points donnés, on construira un cinquième point de 
la conique (H) ^ ici, elle est linéaire (*). 

(') M. de Jonquières résout le même problème {Nouvelles Annales de 
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Problème. — Construire une conique, connaissant trois 
points et deux couples de points conjugués» 

Au moyen des iroîs points donnés et de chaque couple 
de points conjugués, on construira successivement un qua- 
trième et un cinquième point de la conique (H ). La cons- 
truction est linéaire. 

13. Deux points pouvant être déterminés par la condi- 
tion d'être conjugués dans deux involutions données, il en 
résulte que toutes les coniques qui passent par deux points 
peuvent être regardées comme ayant deux couples de 
points conjugués communs sur la droite qui joint ces 
deux points ; donc, toutes les coniques qui passent par deux 
points et qui ont deux couples de points conjugués com- 
muns peuvent être regardées comme ayant quatre couples 
de points conjugués communs et conséquemment ont deux 
autres points communs (9). On peut facilement les obtenir 
par une construction quadratique ; car si Ton se donne un 
troisième point C d'une de ces courbes sur la droite où se 
trouve Tun des couples de points conjugués, on en conclura 
un quatrième point D sur cette droite, et l'on pourra en 
construire un cinquième point au moyen de ces deux 
points, des deux points donnés A et B et du second cou- 
ple (11). En changeant le point C sur la droite CD, on 
construira de la même façon une conique qui coupera la 
première en A et B, et aux deux points cherchés. On peut 
donc dire que : 

Théorème. — Toutes les coniques qui ont deux points 
communs et deux couples de points conjugués communs 
passent par deux autres points fixes (* ). 



Mathématiques, t. XIV, p. 4^^) dans le second cas, où les quatre points 
sont donnés directement, en construisant le faisceau déterminé par ces 
quatre points, ce qui rentre dans le premier cas. Il substitue ainsi une so- 
lution quadratique à une solution linéaire. 

(*) M. de Jonquières démontre également cette propriété {Nouvelles Ati" 
nales de Mathématiques ^ t. XI V, p. 438). 
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14. Problème. — Construire une conique, connaissant 
deux points et trois couples de points conjugués . 

Pour cela, on construira d'abord, ainsi qu'il vient d'être 
dit, deux des coniques passant par les deux points donnés, et 
admettant deux des couples donnés. Elles détermineront un 
faisceau dans lequel on construira la conique qui admet le 
troisième couple (12) ^ la construction est quadratique (*). 

15. Toujours par la même raison, toutes les coniques 
qui passent par un point et qui ont trois couples de points 
conjugués communs, ont trois autres points communs. 
Leur détermination est évidemment un problème cubique 
et on peut le résoudre par l'intersection de deux coniques 
dont on connaît un point. Il suffira, pour cela, de construire 
deux de ces coniques, par exemple celle qui passe par le 
point d'intersection de deux des droites qui renferment 
les couples donnés \ il en résultera deux points, ce qui fera 
quatre ^ enfin le troisième couple et trois de ces points en 
fourniront un cinquième (11 ). On en construira de même 
une seconde \ ces deux courbes auront un point commun A 
connu, les trois autres seront les trois points cherchés. 

16. Problème. — Construire une conique connaissant 
un point et quatre couples de points conjugués. 

Il suffira de construire deux coniques passant par le 
point donné et admettant trois des couples donnés, en 
s'en donnant un second point qui soit à l'intersection des 
droites qui renferment deux des couples donnés \ on eji con- 
naîtra cinq points, comme nous venons de le voir (18), au 
moyen du troisième couple. Ces courbes détermineront un 
faisceau dans lequel on obtiendra quadratiquement la co- 
nique qui admet le quatrième couple (12). 

Problème. — Construire une conique connaissant cinq 
couples de points conjugués. 



(') Ce problème est également résolu {^Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, t. XIV, p. 436). 
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On construira une conique admettant quatre des cou- 
ples donnés, en s'en donnant un point à Fintersection des 
droites qui renferment deux des couples donnés. Il en ré- 
sultera deux autres points, puis un quatrième au moyen 
du troisième couple (H), et un cinquième au moyen du 
quatrième couple ( H ) ; on construira de même une seconde 
conique qui admette ces quatre couples •, ces deux courbes 
détermineront un faisceau dans lequel on obtiendra qua- 
dratiquement la conique qui admet le cinquième couple 
(12) C).^ 

Pour faire voir combien cette solution est simple, soient 
PiQi vî PftQs l^s cinq couples donnés^ si l'on considère la 
conique C qui admet les quatre premiers, et qui passe par 
le point A d'intersection des droites PiQi et PjQa, elle 
passe par les points Ai et Aj, conjugués de A par rapport à 
PiQi et à PîQs5 ces trois points et le couple PsQs en don- 
nent un quatrième As (H), le couple P4Q4 un cinquième. 
On a donc immédiatement cinq points de cette conique, dé 
même pour la seconde^ on cherchera leurs points d'inter- 
section par la droite PsQb? et on en conclura immédiate- 
ment ceux de cette droite et de la conique cherchée. On 
connaîtra alors deux points de cette courbe et un faisceau 
auquel elle appartient. 

17. Nous appellerons condition ponctuelle toute condi- 
tion telle que quatre quelconques d'entre elles déterminent 
un faisceau ponctuel, c'est-à-dire toutes les coniques qui 
ont quatre points communs. 

Nous voyons donc que, un point, un couple de points 
conjugués sont des conditions ponctuelles, et nous avons 
résolu, au moyen de la règle et du compas, tous les pro- 
blèmes dans lesquels on peut se proposer de construire une 
conique connaissant cinq de ces conditions. Nous verrons 



(') On trouve une autre solution de ce problème par M. de Jonquières 
{Nouvelles Annales de Mathématiques ^ t. XIV, p. 438). 
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plus loin (69) qu'il en existe d'autres, et en particulier 
quelle est la condition ponctuelle la plus générale. 

Mais il peut se faire que ces conditions, au lieu d*être 
données directement, le soient par la connaissance d*un cer- 
tain nombre de coniques, satisfaisant à plusieurs d'entre 
elles ', dans ce cas, la solution des problèmes précédents est 
différente et également simple. Pour y arriver, nous allons 
étudier les propriétés des systèmes de coniques, que Ton 
peut définir par trois, quatre ou cinq de ces courbes; ces 
propriétés nous seront d'une utilité analogue à celles du 
théorème de Desargues, qui permet de construire une co- 
nique déterminée par cinq points, dont quatre sont connus 
implicitement, comme étant communs à deux coniques dé- 
terminées. Toutefois, avant d'abandonner l'étude du fais- 
ceau, nous remarquerons : 

I ^ Que, tous les cercles ayant deux points communs à 
l'infini, l'ensemble des cercles qui ont deux points com- 
muns à distance finie constitue un cas particulier du fais- 
ceau 5 

2° Qu'en général aucun cercle ne fait partie d'un fais- 
ceau donné 5 ce cas particulier peut se présenter, mais, s'il 
y en a deux, toutes les courbes du faisceau sont des cercles ; 

3** Qu'en général un faisceau admet une hyperbole 
équilatère, et que, s'il y en a deux, toutes les courbes du 
faisceau sont des hyperboles équilatères, parce qu'une pa- 
reille courbe admet pour couple de points conjugués les 
points circulaires de l'infini. 

DU SYSTEME PONCTUEL DU SECOND ORDRE, OU RÉSEAU 

PONCTUEL. 

Equation générale en coordonnées ordinaires : 

18. Etant données trois coniques, C, C, G\ on sait que 
si l'on fait passer par un point P trois autres coniques pas- 
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sant respectivement par les points d'intersection de ces 
coniques prises deux à deux, ces trois nouvelles courbes ont 
trois autres points communs, et appartiennent ainsi à un 
même faisceau (*). L'ensemble de toutes les coniques que 
Ton peut ainsi construire, au moyen des trois coniques don- 
nées, en faisant varier le point P d'une façon quelconque 
dans le plan, constitue un système ponctuel du second 
ordre^ ou, plus simplement, un réseau ponctuel. On voit 
que toutes les courbes d'un réseau satisfont à trois condi- 
tions 5 car, si l'on s'en donne un point, on obtient un fais- 
ceau dont toutes les courbes appartiennent évidemment au 
réseau, et dans lequel on peut encore déterminer une 
conique par un point. Nous allons faire voir : i** que toutes 
les coniques qui admettent trois couples de points conju- 
gués communs forment un réseau 5 2° réciproquement, que 
toutes les coniques d'un réseau admettent une infinité de 
couples de points conjugués communs, mais non distincts, 
et déterminés lorsqu'on en connaît trois. 

Soient, en effet, PiQi, PîQt^ et PsQs les trois couples 
donnés, on pourra construire une conique répondant à la 
question, en s'en donnant un point A sur la droite PiQi, 
d'où l'on conclura un point B sur cette droite, un point A' 
sur PjQî, qui donnera un point B', et l'on sait d'ailleurs 
construire la conique C, passant par les points A, B, A', B', 
et conjuguée au couple PgQa (12) 5 on pourra construire de 
la même façon deux autres coniques C et QI' admettant 
également les trois premier couples, et l'on pourra toujours 
faire en sorte que ces trois coniques n'appartiennent pas à 
un faisceau •, il suffira de prendre les deux points arbitraires 
qui définissent la conique CI' ailleurs que sur une conique 
du faisceau [C . C']. Cela posé, il est évident que si l'on con- 
struit une conique quelconque du réseau [C . C G'] , elle ad- 
mettra les mêmes trois couples de points conjugués \ car, 

(*) CuASLES, Traité des Sections coniques ^ p. 376. 
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soit P un point de cette conique*, elle appartiendra, d'après la 
définition du réseau, au faisceau [P[C.C'], P[CC]] et ad- 
mettra, par conséquent, les mêmes couples de points conju- 
gués que les coniques P[C.C'] et P[C'.C'''], lesquelles ad- 
mettent toutes deux les trois couples donnés. D'ailleurs, 
si une conique étrangère au réseau admettait aussi les trois 
couples donnés, toutes les coniques des faisceaux en nombre 
infini déterminés par cette courbe et- chacune des coniques 
du réseau [C.CC], coniques dont l'indétermination est 
d'un ordre supérieur au second, admettraient également les 
trois couples donnés, ce qui ne saurait avoir lieu, à moins 
que ces trois couples ne constituent pas trois conditions dis- 
tinctes, cas sur lequel nous reviendrons (27). Donc : 

Théorème. — Toutes les coniques qui admettent trois 
couples distincts de points conjugués communs forment 
un réseau, 

19. Considérons maintenant toutes les coniques d'un 
réseau, et cherchons à quelle condition doit satisfaire une 
droite pour les couper suivant une involution linéaire, 
c'est-à-dire pour renfermer deux couples de points conju- 
gués à toutes les coniques du réseau. On peut n'en consi- 
dérer que trois, C, C, G' \ pour qu'une droite les coupe 
suivant six points en involution, il suffit évidemment qu'elle 
coupe la conique C suivant deux points situés sur une co- 
nique du faisceau [C'.C], ce qui n'assujettit cette droite 
qu'à une condition, et prouve qu'il en existe une infinité. 
L'indétermination de ces droites est du premier ordre; 
elles enveloppent donc une certaine courbe qu'il est facile 
de construire par tangentes, lorsqu'on en connaît trois, 
ainsi que les couples situés sur elles. C'est en effet ce qui 
doit avoir lieu : puisque les courbes d'un réseau satisfont à 
trois conditions, il faut que tous les couples de points con- 
jugués communs résultent de trois d'entre eux, et c'est ce 
qui va nous donner en même temps le moyen de savoir 
lorsque quatre couples de points conjugués ne sont pas dis- 
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tincts. Prenons un point P sur la conique C ; la conique 
du faisceau [C C"] qui passe par ce point la coupe en trois 
autres points A, B, C*, les droites PA, PB, PC répondent 
évidemment c^ la question, on pourra donc, de chaque point 
du plan, mener trois tangentes à la courbe considérée, les- 
quelles sont les trois droites qui joignent ce point aux trois 
autres points par où passent aussi toutes les coniques du 
réseau [C .C'.C^^], qui passent par le premier. Cette courbe 
est donc de la troisième classe, et c'est la courbe générale de 
cette classe, puisqu'elle est définie par la connaissance de 
trois tangentes et de deux points particuliers sur chacune 
d'elles, ce qui fait bien les neuf conditions nécessaires pour 
la déterminer. Nous désignerons désormais cette courbe 
sous le nom de Caylejenne (*) du réseau. 

Pour examiner les choses de plus près, nous allons sup- 
poser connus les trois couples de points conjugués com- 
muns, et nous verrons qu'en eiFet il est facile de détermi- 
ner linéairement une infinité d'autres couples de points 
également conjugués par rapport à toutes les coniques con- 
juguées aux trois premiers. Soient PjQi, PjQsi PsQs l^s 
trois couples donnés (P/. /), situés respectivement sur les 
côtés d'un triangle ABC. Puisque de chaque point du plan 
on peut mener trois tangentes à la Cayleyenne, on peut se 
se proposer de chercher la troisième tangente issue du 
point A. Elle est facile à déterminer 5 car toutes les coniques 
du réseau qui passent par le point A passeront aussi par 
les points Aj et A^, conjugués harmoniques de A par rap- 
port aux couples Pj Qj et Pj Qj . Etant de plus conjuguées 

(*) Du nom de l'auteur qui en a démontré analytiqucment les proprié- 
tés [Ca\ley, a Memoir on curves of the thrid order {Philosophical Tran- 
sactions, partie II; London, 1857, p. 4^^*44^)]' Nous ne faisons que nous 
conformer à une dénomination déjà adoptée (CremoiNA, Introduzione ad 
una teoria geometrica délie curve plane ; Bologne, 1862). Dans cet ouvrage, 
M. Creraona démontre géométriquement les propriétés de la Cayleyenne 
d'un réseau ponctuel, comme conséquences de théorèmes généraux sur les 
courbes. 

1, 
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par rapport au couple PiQi, elles passeront par un qua- 
trième point que Ton peut construire (H). Il suffit pour 
cela de chercher les trois points a,, Bj, Cj, conjugués har- 
moniques par rapport au couple PiQi des points a, B, C, 
où les côtés du triangle AA^ Ag rencontrent la droite PiQi^ 
les trois droites Aaj, A^Bi, et AsCj passeront par un même 
point a qui est le point cherché, et la troisième tangente, 
issue du point A, est la droite Ka qui est la même que A^i ; 
on déterminerait de même les tangentes BjSj et Cyi, ainsi 
que les points b et c, analogues de a, situés respectivement 
sur ces deux tangentes, et la figure montre bien que les 
trois tangentes issues du point A sont les trois droites qui 
joignent ce point aux points a, Aj, As par où passent toutes 
les coniques du réseau qui passent par le point A. 

On voit aussi qu'il suffit, pour construire cette troisième 
tangente, de joindre les conjugués harmoniques du som- 
met considéré sur les deux côtés du triangle dont il est 
Tintersection, de prendre le point d'intersection de la droite 
ainsi obtenue avec le troisième côté, et de joindre le som- 
met choisi au point conjugué harmonique de ce point sur 
ce troisième côté. 

Nous avons ainsi six tangentes de la courbe, mais il est 
facile d'en trouver six autres sur la figure. En effet les tan- 
gentes issues d^un point P étant les trois droites qui joignent 
ce point aux trois autres sommets du faisceau défini dans le 
réseau par le point P, il en résulte que, dans chacun des 
faisceaux dont Tensemble constitue le réseau, les trois sys- 
tèmes de deux droites qui sont des coniques de ce faisceau 
sont six tangentes de la Cayleyenne -, en un mot, que tous 
les systèmes de deux droites, qui sont des coniques du ré- 
seau que nous étudions, sont des tangentes de cette courbe, 
qui de son côté en est l'enveloppe \ d'où ce théorème : 

Théorème. — Les dix-huit cordes communes à trois 
coniques quelconques, prises deux à deux, sont tangentes 
à une même courbe de la troisième classe. 
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A chacune des tangentes de la Cayleyenne en correspond 
donc une seconde, qui forme avec elle une conique du 
réseau, et ce système de deux di'oites est conséquemment 
conjugué par rapport à tous les couples situés respective- 
ment sur chaque tangente, c'est-à-dire que Ton peut énon- 
cer sur cette courbe le théorème suivant : 

Théorème. — Si l'on prend sur chaque tangente à la 
Caylejenne le point conjugué harmonique, par rapport 
aux deux points conjugués situés sur elle, du point ou 
elle est rencontrée par une tangente Jixe, tous ces points 
sont en ligne droite sur une seconde tangente, formant 
avec la première une conique du réseau. 

Par conséquent, pour construire la tangente qui résulte 
ainsi d'une tangente connue, il suffit de joindre les points 
conjugués harmoniques des points où elle rencontre deux 
autres tangentes également connues \ d'où Ton conclut que 
la droite Bj Aj forme avec la droite AB une conique du ré- 
seau et est tangente à la courbe ; de même pour les droites 
BjCj et Cl As avec les droites BC et CA. Il est également 
facile de voir que les trois tangentes précédemment déter- 
minées A a,, B/3i et Cyi ont respectivement pour tangentes 
correspondantes les droites Aj As, Bi Bg et Ci Cj . Nous avons 
ainsi douze tangentes de la courbe, accouplées par deux, et 
on pourrait en construire, par le même procédé, une infi- 
nité d'autres. La courbe est donc bien déterminée par les 
trois tangentes données, et, pour construire sur chacune 
d'elles les deux points conjugués, il suffit de construire les 
points doubles de l'involution linéaire déterminée sur cette 
droite par tous les systèmes des deux droites formant co- 
niques du réseau. 

Le théorème énoncé plus haut est l'expression des dépen- 
dances qui existent entre toutes les tangentes de la courbe 
remarquable qui nous occupe. C'est lui qui permet de re- 
connaître si quatre couples de points conjugués donnés 
sont distincts (10) -, il faut pour cela que l'une des droites 
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sur lesquelles ils sont situés rencontre les trois autres en 
trois points tels, que si Ton prend respectivement leurs- 
conjugués harmoniques sur la droite correspondante, ces 
trois nouveaux points ne soient pas en ligne droite. Dans 
le cas contraire, ces quatre couples de points conjugués ne 
sont pas distincts, et déterminent une courbe de la troisième 
classe du genre de la précédente^ par suite, les coniques 
correspondantes forment un réseau au lieu d'un faisceau. 

De ce qui précède, résulte une démonstration géomé- 
trique du théorème de Hesse (iO). En eifet on voit d'abord 
que, quel que soit le couple PiQi, la droite AjAs est tan- 
gente à la Cayleyenne; reste à faire voir que les points- 
conjugués situés sur elle sont les sommets opposés du qua- 
drilatère PjQjPsQs, dont elle est la diagonale. En elfct 
les couples de points AAj, BB3 appartiennent à Tinvolu- 
tion dont les points doubles sont Pa et Qs; de mèmtî AAj, 
CCj à celle dont les points doubles sont P, et Qg ; les droites 
P« Qî *^^ Ps Q3 se coupent en un point A qui se correspond 
à lui-même dans les deux involutions •, donc l'une de ces 
involutions est la perspective de l'autre, et le point de vu(î 
est le point a commun aux droites AjAs, CB, CjBs", donc 
les droites PjPj et QjQs, qui projettent les points doubles, 
se coupent en oc sur A, As. Mais nous verrons (97) que le 
point oc fait partie du lieu des couples de points conjugués, 
comme étant le sommet d'un couple [BC, BaCa]*, l'autre, 
étant son conjugué harmonique par rapport à Aj et As, où 
la droite Aj A3 rencontre le couple [A,B,, AsB], est l'autre 
extrémité de la diagonale. 

20. Il existe également des dépendances entre tous les 
couples de points conjugués situés sur les tangentes de la 
Cayleyenne, abstraction faite de ces droites, sur lesquelles 
ils sont répartis par couples. On sait en effet que, lorsque 
deux points sont conjugués par rapport à un cercle, le 
cercle ayant pour diamètre le segment de droite formé par 
ces deux points coupe le premier orthogonalement. Or il 
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existe toujours un cercle parmi les coniques du réseau , 
puisque leur indétermination est du second ordre, et un 
seul, parce qu'il est déterminé par cinq conditions ponc- 
tuelles (17)^ il en résulte que les cercles ayant pour dia- 
mètres les segments de droites formés par tous les couples 
de points conjugués coupent orthogonalement le cercle du 
réseau, et, par suite, ont même centre radical. Ce cercle 
est donc immédiatement déterminé ; c'est le cercle ortho- 
gonal à trois cercles donnés. Si les quatre cercles résultant 
de quatre couples de points avaient même centre radical, 
cela prouverait ou que les quatre couples ne sont pas dis- 
tincts, ou qu'ils déterminent un faisceau dont une conique 
est un cercle, ce qui n'a généralement pas lieu (17). 

21 . Enfin, une hyperbole équilatère étant conjuguée par 
rapport aux points circulaires de l'infini, il en résulte que 
toutes les hyperboles équilatères d'un réseau ont quatre 
couples de points conjugués communs, et, par suite, quatre 
points communs (9). D'où ce théorème : 

Théorème. — Si par les points d'intersection de trois 
coniques prises deux à deux, on fait passer trois hyper- 
boles équilatères, ces trois courbes ont quatre points com- 
muns. 

Si cependant les milieux des trois couples de points con- 
jugués, qui peuvent définir un réseau, étaient en ligne 
droite, ce qui prouverait que la droite de l'infini est tan- 
gente à la Cayleyenne du réseau ; si de plus les points con- 
jugués situés sur cette droite étaient les points circulaires 
de l'infini, ces deux points formeraient avec les trois pre- 
miers couples un système de quatre couples non distincts 
(19), c'est-à-dire que toutes les courbes du réseau seraient 
des hyperboles équilatères. Il suffit pour cela qu'il y ait 
dans le réseau trois hyperboles équilatères qui n'aient pas 
quatre points communs. 

Si les deux points conjugués sur la di'oite de l'infini ne 
sont pas les points circulaires de l'infini, mais deux points 
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quelconques, le cercle du réseau, passant forcément par les 
points circulaires de l'infini, passera aussi par leurs points 
conjugués harmoniques par rapport à ces deux points, 
c'est-à-dire qu'il se composera de la droite à l'infini etd'une 
autre droite à distance finie, celle qui joint les milieux 
des couples des points conjugués. C'est ce qui arrive aussi 
dans le premier cas considéré ^ mais cela né donne lieu à 
aucune diflSculté : car ces deux droites, pouvant être consi- 
dérées comme perpendiculaires, constituent aussi bien une 
hyperbole équilatère qu'un cercle. 

Enfin, si ces deux points sont dans deux directions per- 
pendiculaires, c'est-à-dire conjugués par rapport aux points 
circulaires de l'infini, tous les cercles, ayant même axe ra- 
dical , qui coupent orthogonalement deux des trois cercles 
ayant pour diamètres les segments déterminés par les trois 
couples de points conjugués font partie du réseau, et cics 
trois cercles ont eux-mêmes même axe radical. 

22. Problème. — Construire dans un réseau le fais-- 
ceau déterminé par un point. 

Il suffit de construire deux des trois coniques passant 
par ce point et les points d'intersection des trois coniques 
qui définissent le réseau, prises deux à deux (18). 

Problème. — Construire dans un réseau le faisceau 
déterminé par un système de deux poiïits conjugués. 

Il suffit de faire passer par les points d'intersection des 
trois coniques qui définissent le réseau, prises deux à deux, 
deux coniques admettant ce système de points conjugués 
(12). Il est évident qu'elles admettront également les trois 
couples de points conjugués du réseau, et conséquemment 
auront quatre points communs. 

23. Ces deux problèmes conduisent, sans plus de détails, 
à la solution des trois suivants : 

Construire une conique d'un réseau connaissant : 

i^ Deux points; 

a° Un point et un système de points conjugués; 
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3** Deux systèmes de points conjugués. 

La solution du premier de ces trois problèmes ne serait 
pas applicable au cas où les deux points seraient imagi- 
naires. Mais s'ils sont imaginaires conjugués, on pourra 
remplacer leur connaissance par deux couples réels de 
points conjugués par rapport à ces deux points. Ainsi, pour 
construire le cercle d'un réseau défini par trois coniques, 
il suffira de se donner deux couples de points conjugués à 
l'infini dans des directions rectangulaires, ce qui donnera 
lieu au troisième des problèmes précédents. Toutes ces 
constructions sont quadratiques. 

24. Cas particuliers du réseau, — Toutes les coniques 
qui ont deux couples de points conjugués communs et qui 
passent par un point fixe peuvent être considérées comme 
ayant trois couples de points conjugués communs, le troi- 
sième couple étant pris sur une droite quelconque passant 
par le point fixe, et l'involution linéaire correspondante 
ayant ses points doubles confondus. 

Il en résulte que ce système de courbes constitue un cas 
particulier du réseau \ parmi les trois tangentes issues d'un 
point quelconque du plan à la Cayleyenne, se trouve évi- 
demment la droite qui joint ce point au point fixe^ cette 
courbe se compose donc de ce point et d'une conique, puis- 
que de chaque point du plan on peut mener deux tangentes 
à la seconde partie de la courbe. 11 est facile d'ailleurs de 
trouver cinq tangentes de cette conique. Il y a d'abord les 
deux droites qui renferment les deux couples donnés Pi Qj 
et PîQi^ de plus, si l'on applique la construction donnée 
plus haut de la troisième tangente issue d'un point donné 
(19), on voit que, pour avoir la seconde tangente menée à 
cette conique par un point quelconque M [fig- 4) de l'une 
de ces droites, il suffit de prendre le point M', conjugué 
harmonique du point M par rapport au couple PiQi, situé 
sur cette droite, de le joindre au point fixe A par une droite 
qui rencontre la droite PjQt en un point R, dont on pren- 
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dra le conjugué harmonique R' par rapport au couple P2 Qj, 
enfin de joindre MR', Si Ton applique cette construction au 
point Bj, conjugué harmonique du point d'intersection des 

Fig. 4. 




deux droites données par rapport au couple PîQs, on voit 
que, quel que soit le point A, elle fournit la droite B1B2 
qui joint le point B2 au point Bj, conjugué harmonique du 
point B par rapport au couple Pi Qj, laquelle n'est autre 
que la diagonale CD du quadrilatère Pi QiPjQj, ce qui est 
une conséquence directe du théorème de Hesse (iO). Cette 
droite est donc tangente à la conique. De plus il résulte de 
cette construction que les tangentes issues du point A ren- 
contrent chacune des droites PiQ,,P2Qj, en deux points 
conjugués harmoniques par rapport au couple situé sur 
chacune d'elles 5 c'est-à-dire que ce sont les rayons doubles 
du faisceau en involution linéaire, dont deux couples de 
rayons conjugués sont AP, , AQi et APj, AQ2. Cette conique 
est donc parfaitement définie, et les couples de points con- 
jugués situés sur chaque tangente s'obtiendront facilement, 
puisque les droites AB, B, B2 constituent une conique du 
réseau, ainsi que ABi, BB2 et ABj, BBj. 

Ainsi, à chaque droite passant par le point A, correspond 
une tangente à la conique, formant avec elle conique du 
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réseau ; de plus le rapport anharmonique de quatre des 
premières est égal à celui des points d'intersection des 
quatre tangentes correspondantes avec une cinquième tan- 
gente quelconque ; car, si Ton prend pour cette tangente la 
droite PiQi, les quatre premières la coupent en quatre 
points et les quatre tangentes correspondantes en quatre 
autres qui sont respectivement leurs conjugués harmoni- 
ques par rapport au couple PiQi, et ces deux systèmes de 
quatre points ont même rapport anharmonique. Donc : 

Théorème. — Etant données deux involutions linéaires 
sur deux droites dijférentes et un point, si une droite 
tourne autour du point, la droite qui joint les points 
conjugués de ceux oit elle rencontre chaque im^olution 
env^eloppe une conique que l'on sait construire, et le rap^ 
port anharmonique de quatre droites passant par le point 
fixe est égal à celui des quatre points d* intersection des 
quatre tangentes correspondantes a^ec une cinquième 
tangente quelconque. 

On peut encore dire : Si une conique est tangente aux 
trois diagonales d'un quadrilatère et aux rayons dou- 
bles du faisceau en ins^olution linéaire, dont deux couples 
de rayons conjugués sont les droites qui joignent un point 
fixe aux sommets opposés du quadrilatère, à chaque droite 
passant par le point fixe correspond une tangente de la 
conique, qui ai^ec elle coupe harmoniquement les trois 
diagonales, et le rapport anharmonique, etc. 

Le cercle du réseau sera le cercle passant par le point A 
et coupant orthogonalement les deux cercles ayant pour 
diamètres P|Qi et PîQj*, il se réduira à une droite quand 
la conique sera une parabole, ou quand le point A sera à 
l'infini, avec les mômes restrictions que dans le cas général. 
Enfin le théorème général énoncé plus haut (19) devient: 

Théorème. — Etant données trois coniques quelcon- 
ques ayant un point commun, elles ont deux à deux dix^ 
huit coj'des communes, dont neuf passent par le point 
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commun; les neuf autres sont tangentes à une même co- 
nique. 

25. Un second cas particulier du réseau est celui où 
toutes les coniques qui le constituent ont deux points com- 
muns A et B. La Cayleyenne se compose donc d'abord de 
ces deux points 5 car toute droite passant par Tun d'eux 
coupe le réseau suivant une involution linéaire, dont les 
points doubles sont confondus. Deux des trois tangentes 
issues d'un point quelconque P sont donc les deux droites 
PA et PB^ d'où il suit que le reste de la courbe est une 
courbe telle, que d'un point quelconque du plan on ne peut 
lui mener qu'une tangente, c'est-à-dire également un point; 
reste à déterminer ce point. Nous allons faire voir que c'est 
le point Q commun aux trois cordes communes, ne passant 
pas par les deux points A et B des trois coniques considé- 
rées deux à deux qui déterminent le réseau. Soient en effet 
C, C, 01' ces trois coniques ; considérées deux à deux, elles 
ont neuf systèmes de deux cordes communes qui forment 
coniques du réseau (19), et qui sont tangentes à la courbe 
cherchée *, donc celles de ces cordes qui ne passent pas par 
les deux points A et B passent par le troisième point cher- 
ché, lequel est conséquemment le point Q-, ce qui prouve 
ce que nous avions avancé, et pourrait au besoin servir de 
démonstration au théorème relatif à ces cordes communes. 
Il en résulte qu'une droite quelconque passant par ce point 
coupe toutes les courbes du réseau suivant une involution 
linéaire , à points doubles distincts cette fois, et dans la- 
quelle le point Q et le point d'intersection de cette droite 
avec la droite AB sont conjugués ; car ce sont les points 
d'intersection de la droite avec la conique du réseau formée 
de la droite AB et d'une droite arbitraire passant par le 
point Q. 

Le réiseau peut être défini par trois coniques ou par les 
deux points A et B et un système de points conjugués DDi \ 
dans le premier cas, on en conclura facilement le système 
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DDi, si Ton connaît les deux points A etB, au moyen d'une 
droite quelconque passant par le point Q^ et, dans le second, 
on construira le point Q, conjugué harmonique par rapport 
à D et D4 du point d'intersection des droites AB, DD,. Le 
cercle du reseau sera, dans tous les cas, le cercle qui passe par 
les points A et B, et qui coupe ortliogonalement le cercle dé- 
crit sur DDi comme diamètre, et pourra du reste toujours 
se réduire à une droite ou n'être pas seul de son espèce (21). 

Toutes les hyperboles équilatères du réseau ont, outre 
les points A et B, deux autres points conmiuns S et S', si- 
tués sur la perpendiculaire abaissée du point Q sur la 
droite AB, puisque l'ensemble de ces deux droites en con- 
stitue une. On peut les construire facilement. 

En effet, puisque ces courbes appartiennent au réseau, 
ils font d'abord partie d'une involution linéaire dont deux 
couples de points conjugués sont les points Q, R [fig. 5), 

Fig. 5. 




et les points P, F où la droite QR rencontre le cercle du 
réseau^ déplus, devant former avec les points A et B les 
trois sommets et le point de rencontre des hauteurs d'un 
triangle, ils sont conjugués par rapport au cercle décrit sur 
AB comme diamètre^ ils sont donc les extrémités du seg- 
ment commun à deux involutions linéaires déterminées. Il 
sufQra, pour les obtenir, de faire passer un cercle quel- 
conque par les points Q et R, et par ses points d'intersec- 
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tion avec le cercle du réseau, un cercle qui coupe orthogo- 
ualement le cercle ayant AB pour diamètre. 

On peut encore les obtenir, moins simplement, c'est 
vrai, par un autfe raisonnement qui donne lieu à quelques 
conséquences. Cherchons à construire le point d'intersec- 
tion des droites AS, BS' et celui des droites AS', BS^ d'a- 
bord ils sont sur le cercle ayant AB pour diamètre, puisque 
S' est le point de rencontre des hauteurs du triangle ABS ^ 
de plus ces deux couples de droites formant coniques du 
réseau rencontrent la droite DD, en deux couples de points 
conjugués à D et à Di . Si donc l'on joint le point A aux 
points de l'involution linéaire dont les points doubles sont 
D et Dj et le point B à leurs conjugués, on aura deux fais- 
ceaux homographiques, dont le lieu des points d'intersec- 
tion des rayons homologues est une «onique sur laquelle se 
trouvent les deux points cherchés. Elle passe par les points 
A et B^ on peut donc construire sa seconde corde commune 
avec le cercle décrit sur AB comme diamètre. Mais elle 
passe aussi par les points D et Dj, et cela, quelle que soit la 
droite DDi passant par le point Q5 donc le lieu des points 
douMes des involutions linéaires déterminées dans le ré- 
seau par toutes les droites passant par le point Q est une 
conique qui passe par les points A et B. 

Si trois coniques du réseau sont des hyperboles équila- 
tèrcs, il en est de même des autres 5 et, comme elles ont une 
corde commune AB, elles ont aussi deux à deux une autre 
corde commune perpendiculaire à AB, et le point Q est 
alors à l'infini dans cette direction ; c'est-à-dire que : 

Théorème. — Lorsque trois hyperboles équilatères ont 
deux points communs, toute droite perpendiculaire à la 
corde commune les coupe sui^^ant sijc points en inuolu- 
tion . 

Nous verrons plus loin (107) que le lieu des points dou- 
bles est alors le cercle décrit sur AB comme diamètre. 

Si les points A et B sont les points circulaires de l'infini, 
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le réseau est Tensemble des cercles qui coupent orthogona- 
lement un même cercle-, la conique, lieu des points dou- 
bles, est leur cercle orthogonal commun 5 ce cercle est aussi 
le lieu des points de contact des tangentes issues du point 
Q aux cercles du réseau; d'où l'on peut conclure que, dans 
le cas général, par continuité, la conique lieu des points 
doubles est aussi le lieu des points de contact des tangentes 
issues du point Q k toutes les courbes du réseau. 

26. Il reste enfin le cas le plus simple, où toutes les 
courbes du réseau ont trois points communs, et où la Cay-^ 
leyenne se compose de ces trois points. 

DU SYSTÈME PONCTUEL DU TROISIÈME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées ordinaires : 

27. Considérons quatre coniques quelconques C, C, C", 
C; chacun des deux réseaux [C.C'.C"] et [CC'.C] dontie 
lieu à une Cayleycnne; ces deux courbes, étant de la troi- 
sième classe, admettent neuf tangentes communes, qui ren- 
contreront les coniques de chacun des deux réseaux suivant 
luie involution linéaire (19). Parmi ces neuf tangentes, il y 
en a six qui sont les cordes communes aux coniques C et C", 
qui font partie des deux réseaux (19), et pour lesquelles les 
involutions suivai^t lesquelles elles coupent chaque réseau 
ne coïncident pas, puisqu'elles n'ont qu^un segment com- 
mun, celui qui est déterminé par les deux points communs 
aux coniques C et C^] pour les trois autres, les deux invo- 
lutions coïncident, car elles ont deux segments communs, 
déterminés sur chacune d'elles par les coniques G et C. Il 
y a donc trois droites qui rencontrent quatre coniques quel- 
conques suivant huit points en involution -, en un mot, ces 
quatre courbes admettent trois couples de points conjugués; 
mais ils ne sont pas distincts, et l'un d'eux résulte des deux 
autres, comme l'exprime le théorème de Hesse (10). 
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Ces trois couples n'étant pas distincts, les cercles ayant 
pour diamètres les segments qu'ils interceptent doivent 
avoir même axe radical; ce qui résulte également d'un 
théorème connu sur le quadrilatère complet. 

Nous allons étudier l'ensemble des coniques qui admet- 
tent ces trois couples non distincts et qui satisfont ainsi à 
deux conditions : c'est le système ponctuel du troisième 
ordre. Comme on le voit, il peut être défini : soit par deux 
couples, alors on peut en construire linéairement une 
courbe quelconque 5 soit par quatre de ses courbes, alors la 
détermination des deux couples est un problème du troi- 
sième degré. Dans tous les cas, on peut énoncer le théo- 
rème suivant : 

Théorème. — Etant données quatre coniques quel- 
conques, on peut les combiner trois à trois de quatre 
manières. On obtient ainsi quatre réseaux et quatre 
Cayleyennes. Ces quatre courbes ont trois tangentes 
communes qui coupent les quatre coniques suis^ant une 
ini^olution linéaire. 

28. Cherchons maintenant à construire une courbe quel- 
conque d'un pareil système, défini par quatre de ses cour- ' 
bes. Si nous nous en donnons un point, ou un couple de 
points conjugués, les courbes correspondantes, admettant 
trois couples distincts, formeront un réseau (18). D'ailleurs 
trois de ces courbes sont évidemment les, trois courbes qui 
admettent le couple donné et qui passent respectivement par 
l'intersection des coniques C et C, G et C^, G' et C"'; nous 
pourrons donc ainsi construire autant de courbes du sys- 
tème que nous le voudrons, et nous arrivons en même temps 
au théorème suivant : 

Théorème. — Etant données quatre coniques quelcon- 
ques, les six coniques qui passent par l'intersection de ces 
quatre courbes combinées deux à deux, et qui admettent 
un couple donné de points conjugués, ou qui passent par 
un point donné, appartiennent à un même réseau. 
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• 

29. Un couple quelconque de points conjugués déter- 
minant dans un système du troisième ordre un réseau dont 
la Cayleyenne est tangente aux trois droites sur lesquelles 
se trouvent les trois couples de points conjugués du système 
du troisième ordre , il en résulte, en vertu des propriétés 
de cette courbe (19), que cette quatrième droite quelconque, 
qui renferme le couple, rencontrera les trois premières en 
trois points dont les conjugués harmoniques sur chacune 
d'elles sont en ligne droite ^ c'est une démonstration de ce 
théorème connu : 

Théorème. — Si l'on coupe par une droite quelconque 
le triangle dont les côtés sont les diagonales d'un quadri- 
latère complet, les trois points situés sur chaque côté et 
respectii^ement conjugués harmoniques par rapport aux 
extrémités de la diagonale du point d'intersection de ce 
côté a\fec la droite sont en ligne droite. 

30. Les courbes d'un système du troisième ordre étant 
assujetties à deux conditions, il y aura dans le système une 
infinité de cercles ayant même axe radical. Ils formeront 
un faisceau orthogonal aux deux cercles ayant pour dia- 
mètres les segments déterminés par les couples de points 
conjugués. 

n y aura aussi un réseau d'hyperboles équilatères, déter- 
miné par trois quelconques des six hyperboles équilatères 
qui passent par les points d'intersection des quatre coniques 
données prises deux à deux (S28). 

31 . Comme cas particulier du système du troisième or- 
dre, on pourra avoir à considérer toutes les coniques qui 
passent par un point donné et qui admettent un couple 
donné. Soient alors C, C, C, C/** les quatre courbes qui 
déterminent le système: les deux réseaux (C, C, C") et 
(C, CC"") donnent lieu chacun à une Cayleyenne, com- 
posée du point fixe et d'une conique (24). Ces deux courbes 
admettent neuf tangentes communes qui sont les quatre 
tangentes communes aux deux coniques S et Z', les quatre 

3 
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tangentes menées à ces courbes du point fixe et une droite 
quelconque passant par le point fixe. Mais nous savons que 
sur ces neuf tangentes communes, il y ^ l^s six cordes com- 
munes aux coniques C et C, qui ne coupent pas les courbes 
du système suivant une involution. Sur ces six coirdes, trois 
ne passent pas par le point fixe et sont conséquemment tan- 
gentes communes à £ et £'; les trois tangentes communes 
qui coupent les courbes du système suivant une involution 
sont donc la quatrième tangente commune à S et à II', pour 
laquelle Tinvolution ne présente rien de particulier, et deux 
droites quelconques passant par le point fixe, pour les- 
quelles Tinvolution a ses points doubles confondus. On peut 
concevoir ce cas comme une limite du précédent, en sup- 
posant que le point P^ se confonde avec le point Qt, le 
couple Pi Qi ne changeant pas, alors le point Ps vient se 
confondre au même point avec le point Q^. La tangente 
commune à Z et à S' serait alors Pi Qi, et le point commun 
serait Q,. 

On peut concevoir en outre que le point Pi vienne se 
confondre avec le point Qi, ce qui donne lieu au cas le plus 
simple, celui où le système du troisième ordre se composta 
de toutes les coniques qui ont deux points communs. 

32. Citons encore le cas où deux sommets du quadrilatère 
PiQiPfQs? i^fig* 6)1 sommets n'appartenant pas au même 




couple, viendraient à se confondre, par exemple, P, et P, 
Alors le point A se confondrait en ce point avec le point Q»: 
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€t Pi étant à la fois conjugué de Pj, de Qj et de Qi, il en 
résulte que la droite Q] Q^ serait la polaire de ce point *, le 
système se composerait donc de toutes les courbes pour les- 
quelles on connaît la polaire d'un point. 

33. Problème. — Construire la droite, qui forme as^ec 
une droite donnée conique d'un système du troisième 
ordre. 

U suffira, pour cela, de chercher les points d'intersec- 
tions A et B de la droite donnée avec une conique du sys- 
tème, et de construire les deux autres points par où passent 
toutes les coniques du système qui passent par les points 
A et B (13) ^ la droite qui joint ces deux points est la droite 
cherchée. Ce problème exige la détermination par points 
de trois coniques ; car si A et B sont les points d'intersec- 
tion de la droite donnée avec la conique C""^, il faudra con- 
struire les coniques A (C, C), A (C, C'), qui forment avec 
Q"' un réseau, dans lequel le faisceau dont deux coniques 
sont C"* et B [A (C, C), A (C, C^)] détermine les deux 
points cherchés que Ton peut construire quadratiquement, 
puisque Ton connaît déjà A et B. 

Si le système est déterminé par le quadrilatère Pi Qi P| Q„ 
la droite cherchée sera celle qui joint les points conjugués 
harmoniques sur chaque diagonale et par rapport à ses ex- 
trémités de son point d'intersection avec la droite donnée. 
La construction est alors linéaire. 

DU SYSTÈME PONCTUEL DU QUATRIEME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées ordinaires : 

\C -4- fxC -4- vC'-f. pC'"-4- ffC'^rr: O. 

34. Si enfin Ton considère cinq coniques quelconques 
C, C, C, C'^, C'"^, cette fois, il n'arrivera pas généralement 
qu'il existe une droite qui les coupe suivant dix points en 
învolution 5 il faudrait pour cela que l'un des trois couples 
du système de troisième ordre [C,C',C,C'''] coïncidât avec 

3. 
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Tun des trois couples du système [C',C,C"',C'"']. Néan- 
moins, ces cinq courbes satisfont à une condition commune, 
qui nous apparaîtra plus tard explicitement (H9), et dont 
nous allons implicitement faire voir Texistence. Supposons, 
en effet, que Ton se donne un couple de points conjugués, 
PjQi, ou un point, et que Ton construise les quatre coni- 
ques qui admettent ce couple ou passent par ce point, et 
qui passent respectivement par l'intersection des coniques 
[C,C], [C',eO, [C^C^], [C\G'"], On peut combiner ces 
cinq coniques deux à deux de six autres manières, et con- 
struire six autres coniques analogues ^ considérons, parmi 
elles, la conique qui admet le même couple et passe par Tin- 
tersection des coniques C et C"; elle appartient au système 
du troisièm.e ordre, déterminé par les quatre premières. 
En cifet, les trois coniques PiQi [C,C'], PiQi [C',C''] et 
PiQi [C'',C], ayant en commun le couple PiQi, et les 
trois couples communs aux coniques C,C',0' appartien- 
nent à un même faisceau (10) ; par suite, les quatre coniques 

P.Q,[C,C'], P.Q.[C',C''], P.Q.[C",C], P,Q,[C",C"'] 

appartiennent à un même réseau; enfin, les cinq coniques 
en question appartiennent à un même système du troisième 
ordre, et de même les cinq autres. On donne le nom de 
système du quatrième ordre à l'ensemble des coniques 
que Ton peut ainsi construire de cette façon, au moyen des 
cinq premières 5 elles sont assujetties à une condition, puis- 
que celles d'entre elles qui admettent un couple de points 
conjugués en admettent" un autre distinct du premier, et 
nous énoncerons le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si Von combinc deux à deux, de dix 
manières différentes, cinq coniques quelconques, et que 
l'on construise les dix coniques qui passent par les points 
d'intersection de deux d'entre elles et admettent un même 
couple de points conjugués, ces dix courbes appartiennent 
à un même système du troisième ordre. 

35. Parmi les courbes de ce système, il y aura un sys- 
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AVERTISSEMENT DE LA PREMIÈRE ÉDITION. 

Vers la fin de sa trop courte carrière, Sturm, cédant aux instances de 
ses nombreux amis, s'était décidé à publier ses Cours d^ Analyse et de 
Mécanique, Mais comme l'état de sa santé ne lui permettait pas de se livrer 
aux soins multipliés qu'exige l'impression d'un livre de science, surtout 
dans une première édition, il avait bien voulu accepter mes bons offices 
pour la révision du texte et la correction des épreuves. Élève de Sturm, 
honoré en toutes circonstances de ses précieux conseils et de son bien- 
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veillant appui, j'avais saisi avec empressement cette occasion de lui témoi- 
gner ma reconnaissance, lorsque sa mort vint interrompre l'entreprise à 
peine commencée, et me laissa seul chargé d'un travail que j'aurais été si 
heureux d'accomplir sous sa direction. 

Je dois maintenant à la mémoire de Sturm d'entrer dans quelques détails 
sur la manière dont j'ai compris l'exécution de ses dernières volontés. 

Le Cours d'Analyse, pour ne parler que de l'ouvrage dont il s'agit ici, 
est la reproduction des Leçons faites par l'auteur à l'École Polytechnique, 
et rédigées en premier Keu par ^uelquts élèves de cette tcole. Ces rédac- 
tions rendaient assez fidèlement, dans leur enMfmble, la pensée de Sturm, 
et je les ai reproduites en grande partie; mais, par suite de la rapidité 
avec laquelle elles avaient été composées, il s'y était glissé de nombreuses 
fautes de calcul ou de langage, qu'il m*a fallu faire disparaître. A cet effet, 
je me suis servi des cahiers de Sturm, dans lesquels j'ai trouvé un pro- 
gramme très-détaillé de son Cours, et quelquefois des théories entièrement 
rédigées par lui; j'ai profité en outre des corrections ou additions qu'il 
avait indiquées en marge de quelques exemplaires des feuilles lithogra- 
phiées. Enfin, conformément à l'intention clairement manifestée par Sturm, 
j'ai supprimé de nombreuses répétitions, indispensables dans un cours 
oral, mais inutiles dans un livre où elles peuvent être suppléées par des 
renvois. J'aurai atteint le but de ce modeste travail, si l'on retrouve dans 
le texte que je publie les qualités qui avaient fait une place si remar- 
quable à Sturm parmi les professeurs. 

E. PROUHET. 

AVERTISSEMENT DE LA NOUVELLE ÉDITION. 

Le texte de cette nouvelle édition a été soigneusement revu et amélioré 
dans une multitude d'endroits par une comparaison attentive avec les ma- 
nuscrits de l'auteur et les divers tirages des feuilles autographiées. L'ordre 
des matières est resté le même. Chaque Leçon est suivie d'un certain 
nombre d'exercices tirés des papiers de Sturm ou empruntés à l'excellent 
ouvrage de M. Frenet (*). Enfin quelques Notes, destinées à compléter 
certaines parties du Cours, sont ajoutées à la fin du second volume. Nous 
espérons que sous sa forme actuelle l'ouvrage de Sturm continuera d'être, 
comme l'a dit M. Brassinne, < un guide excellent pour tous ceux qui vou- 
dront être initiés le mieux et le plus vite possible à la connaissance de 
l'Analyse infinitésimale (**).» 

E. P. 



(«) Recueil d* Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. Frenet, proresseur à la 
Faculté des Sciences de Lyon; 2« édition, in-8, i86«; librairie Gauthier-Villars. 
{♦*) Bulletin mathématique de Terquem, t. III (1867), p. 6i. 
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tème du troisième ordre d'hyperboles équilatères, dont 
quatre courbes seront les quatre hyperboles équilatères 
qui passent par les points d'intersection des coniques 
[C,C], [C,a% [C',C^] et [C'\C"']s et un réseau de 
cercles que Ton pourra construire en se donnant deux 
couples de points conjugués situés à Tinfini, dans des di- 
rections perpendiculaires^ soient Pi Qi et PsQ« ces deux 
couples déterminant ainsi implicitement les points circu- 
laires de Tinfini, il suffira de construire d'abord les quatre 
coniques P,Q,[C,C'], P|Q|[C,C^], PtQ,[C\C''] et 
PjQi [C"',C'] ^ trois des coniques qui admettent le couple 
PfQa? 6t qui passent par les points d'intersection de ces 
ciuatre courbes prises deux à deux, seront des cercles, puis- 
qu'elles seront à la fois conjuguées aux deux couples Pi Qi 
et PsQs,et appartiendront au système du quatrième ordre, 
puisqu'elles appartiennent au système du troisième ordre, 
déterminé par les quatre coniques précédentes (28), lequel 
fait lui-même partie du système du quatrième ordre (34). 

On résoudrait def la même façon tous les problèmes rela- 
tifs à ce système, et dans lesquels il s'agirait de construire 
des coniques au moyen de points ou de couples de points 
conjugués. 

36. Problème. — Construire un système de deux droites 
formant conique d'un système du quatrième ordre. 

On pourra d'abord se donner une des deux droites et un 
point de l'autre droite, puisque cette conique est déjà assu- 
jettie à deux conditions qui sont de faire partie du système 
et d'être un système de deux droites. Soient A et B les 
points d'intersection de la droite donnée et d'une conique 
quelconque du système j toutes les coniques du système qui 
passent par ces deux points forment un réseau à deux 
points communs, que Ton pourra déterminer par trois de 
ses courbes (3S), et dans lequel on pourra construire le 
point Q (23), puisque l'on connaît les deux points A et B. 
La droite qui joindra le point donné à ce point Q formera, 
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avec la droite donnée, une conique qui fera partie du ré- 
seau (25), et, conséquemment, du système du quatrième 
ordre. On peut même dire qu'une droite quelconque pas- 
sant par le point Q forme avec la droite donnée conique 
du réseau (25). 

Ce point Q serait donc le même, quels que soient les deux 
points Â et B sur la droite donnée *, nous en verrons la rai- 
son géométrique (119). 

La recherche de ce point exige la détermination par 
points de cinq coniques, car, si A et B sont les points d'in- 
tersection de la droite donnée avec la conique Q!"\ il faudra 
construire les coniques A[C.C'], A[C^C''] et A[C''.C''], 
qui, avec C"'', détermineront un système du troisième 
ordre, dans lequel les coniques B[A(C.C').A(C'.C")] et 
B[A(C'.C'0. A(C'^C'')] détermineront avec C'^ le réseau 
cherché. Dans ce dernier, on pourra trouver le point Q^ 
puisqu'on connaît les points A et B. 

37. Ici se termine ce que noms avons a dire sur les sys- 
tèmes ponctuels; l'on peut, comme nous l'avions annoncé,, 
remarquer que leur étude, outre qu'elle était nécessaire 
pour les applications que nous en ferons, nous a permis de 
résoudre des problèmes, consistant à construire une co- 
nique dont on cannait cinq éléments, points ou couples de 
points conjugués, problèmes que nous avions déjà résolus 
lorsque ces éléments sont donnés directement, nous a per- 
mis de les résoudre dans le cas beaucoup plus général où ils 
sont donnés implicitement, par exemple, quatre points par 
l'intersection de deux coniques dont on connaît les élé- 
ments, trois ou deux couples par trois ou quatre coniques 
auxquels ils sont communs et également déterminées. Nous 
reviendrons sur ces systèmes à propos de la condition ponc- 
tuelle la plus générale^ 
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Dr SYSTEME TANGENTIEL DE PREMIER ORDRE, OU FAISCEAU 

TANGENTIEL. 

Equation générale en coordonnées tangentielles: 

38. Nous allons passer maintenant à Tétude des systèmes 
tangentiels ; nous y retrouverons toutes les propriétés cor- 
relatives des précédentes, par voie de dualité, ce qui nous 
permettra d'abréger un peu. 

Un système tangentiel du premier ordre, ou faisceau 
tangentiel est l'ensemble des coniques tangentes à quatre 
droites. D'après le théorème corrélatif de celui de Desargues- 
Sturm, les tangentes menées à ces courbes d'un même 
point quelconque forment un faisceau en involution, dont, 
par suite, les rayons doubles sont un système de droites 
conjuguées communes à toutes ces coniques \ et l'on verrait, 
par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait 
pour le faisceau ponctuel (9), que, réciproquement, toutes 
les coniques qui admettent quatre couples distincts de 
droites conjuguées ont quatre tangentes communes. Trois 
couples distincts en entraînent également une infinité, 
ainsi que nous le verrons plus loin \ enfin, deux couples en 
entraînent un troisième, ainsi que cela résulte du théorème 
suivant : 

THÉORÈME. — Si les deux couples de côtés opposés 
d'un quadrilatère sont conjugués par rapport à une 
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conique, les diagonales sont aussi conjuguées par rap^ 
port à cette courbe (*). 

39. Il résulte de la réciproque précédente : 

I® Que toutes les coniques qui ont trois tangentes 
communes et un système de droites conjuguées corn-' 
munes ont une quatrième tangente commune. 

Soient abc le triangle des trois tangentes , et P, Q les 
deux droites conjuguées : on obtiendra la quatrième tan- 
gente en joignant un sommet c du triangle au point d 
d'intersection de P et Q, prenant la conjuguée harmo- 
nique de cd par rapport à P, Q, et son point d'intersec- 
tion e avec le côté ab ; on déterminera ainsi trois points e, 
fi Si ^^ seront en ligne droite sur la tangente cherchée ^ 
d'où ce théorème : 

THÉORÈME. — Etant donnés un triangle et un faisceau 
en inuolution linéaire, les trois points situés respective- 
ment à l'intersection de chaque côté du triangle et du 
rayon de Vinvolution conjugué de celui qui passe par le 
sommet opposé, sont en ligne droite, 

40. Corollaire. — Si les droites P et Q sont les asymp- 
totes d'un, cercle, le premier énoncé devient le suivant : 

Toutes les coniques x/ui sont tangentes à trois droites^ 
et qui sont vues d'un point donné sous un angle droit, 
admettent une quatrième tangente commune. 

On sait que le lieu des points d'où Ton voit sous un angle 
droit une conique donnée est un cercle concentrique à la 
courbe, et dont le carré du rayon est égal à la somme des 
carrés de ses demi-axes ('). Comme nous aurons souvent 
ce cercle à considérer, nous lui donnerons le nom de cer- 
cle orthoptique de laconique (de opôos, droit, et oTTTOfJiac, 
je vois). Les cercles orthoptiques des deux coniques qui 



( * ) Hesse, De curvis et superficiehus secundi ordinis {Journal de C relie, 
t. XXy p. 3oi ; 1840). 
(') Voici une démonstration géométrique, très-simple, de cette pro- 
riété ; supposons, par eiemple, que la courbe soit une ellipse, et soit M uti 
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définissent un faisceau tangentiel se couperont donc en 
deux points, d'où les couples de tangentes issues à ces deux 
courbes seront rectangulaires, et comme les tangentes 
issues' de chacun de ces points à toutes les courbes du fais- 
ceau sont en involution, il en résulte que tous les autres 
couples sont également rectangulaires. La réciproque du 
théorème précédent est donc aussi vraie, et peut s'énoncer 
ainsi : 

// existe deux points {réels ou imaginaires) d'où l'on 
"voit, sous un angle droit, toutes les coniques tangentes à 
quatre droites données. 

Nous leur donnerons le nom de sommets orthoptiqucs 
du faisceau. 

point d'où on la voit soua un angle droit {fig* 7 ) ; soient AB la corde de 

Fig. 7. 




contact, O le centre et a\ b' les demi-diamètres conjugués parallèles à CM 
et à AB; on a 

OM = 01 -H m = ^ -f- IM; 

mais Tangle M étant droit, 

b' I =2 

IM = lA = —, V<ï" — 01 ( Sections coniques, p. 1 24 ), 
a 

a'* 



ou, en remplaçant CI par jrri» , 



'"=^^o*''-''"- 



Remplaçant IM par cette valeur, et simplifiant, il reste 



CM* = a" -*- b'^ = rt* H- b*, c. g. F. 0. 
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Nous reviendrons plus loin (87) sur cette propriété re- 
marquable et sur ses conséquences ( * ) . 

Les trois diagonales du quadrilatère des quatre tangentes 
pouvant être regardées comme des coniques du faisceau, 
nous retombons ainsi sur ce théorème connu : 

Les cercles ayant pour diamètres les trois diagonales 
d'un quadrilatère complet ont même axe radical. 

41 . 2° Que toutes les coniques qui ont deux tangentes 
communes et deux couples de droites conjuguées com- 
munes admettent deux autres tangentes communes. 

Pour les construire, on se donnera une troisième tan- 
gente passant parle point d'intersection des deux droites for- 
mant un des couples donnés ('), on en conclura une qua- 
trième tangente passant par le même point, et Ton pourra 
en construire une cinquième tangente au moyen de trois 
de ces quatre tangentes et du second couple (39). En chan- 
geant la troisième tangente, on construira de la même 
façon une seconde conique, qui aura avec la première les 
deux tangentes communes données et les deux tangentes 
communes cherchées. 

42. 3° Que toutes les coniques qui ont une tangente 
commune et trois couples de droites conjuguées com- 
munes admettent trois autres tangentes communes. 

On ne peut les construire linéairement; mais on peut 

(' ) Nous avons publié ce théorème dans les Comptes rendus de la Société 
philoinathique (journal V Institut, ao décembre i865), croyant l'avoir re- 
marqué le premier. Depuis, nous l'avons rencontré dans un ouvrage de 
Plucker intitulé : yinalitisch-geometrische Entsvicklungen^ t. II, p. 198; 
i83i. Plucker l'a démontré analytiquement, ainsi que M. P. Serret((7tfo- 
métrie de direction, p. ii3; 1869). Nous ne croyons pas qu'il en existe de 
démonstration plus simple que celle qui le déduit immédiatement du 
théorème corrélatif de celui de Desargues-Sturm. 

Nous avions d'abord adopté l'expression orthogone {Ibid.). [Foir aussi 
Rapport sur les progrès de la Géométrie (Ciïa%les,\). 870; 1870).] Nous l'avons 
remplacée par l'expression orthoptique, qui nous a paru plus convenable. 

(') Pour plus de simplicité, nous appellerons ce point le sommet du 
couple. 
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construire deux de ces coniques en s*en donnant une tan- 
gente passant par les sommets de deux des trois couples 
donnés. Elles auront la tangente commune donnée et les 
trois tangentes communes cherchées. 

A3, Problème. — Construire une conique, connaissant 
quatre tangentes et un couple de droites conjuguées . 

I ^ Si les quatre tangentes sont données directement, au 
moyen des deux droites conjuguées et de trois quelconques 
d'entre elles, on pourra construire une cinquième tangente 
de la conique (39) ; 

2^ Si ce sont les tangentes communes à deux coniques 
déterminées, on connaîtra les tangentes issues du point 
d'intersection des droites conjuguées à la courbe cherchée ; 
elles seront les rayons conjugués communs à deux fais- 
ceaux en involution linéaire. 

44. Problème. — Construire une conique, connaissant 
trois tangentes et deux couples de droites conjuguées. 

Au moyen des trois tangentes données et de chaque cou- 
ple de droites conjuguées, on construira successivement une 
quatrième et une cinquième tangente de la conique (39). 

45. Problème. — Construire une conique, connaissant 
deux tangentes et trois couples de droites conjuguées. 

On construira deux des coniques qui admettent ces deux 
tangentes et deux des couples donnés, en s'en donnant 
une troisième tangente (44) ; elles détermineront un fais- 
ceau tangentiel dans lequel on construira la conique qui 
admet le troisième couple (43). 

46. Problème. — Construire une conique, connaissant 
une tangente et quatre couples de droites conjuguées, 

II suffira de construire une conique admettant la tan- 
gente donnée et trois couples donnés, en s'en donnant une 
seconde tangente, que l'on fera passer, pour plus de simpli- 
cité, par les sommets de deux couples. Il en résultera une 
tangente dans chacun d'eux ; on connaîtra donc effective- 
ment quatre tangentes et un couple de droites conjuguées 
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de la conique auxiliaire ; on en construira de même une 
seconde. Ces deux courbes détermineront un faisceau tan- 
gentiel, dans lequel on construira là conique qui admet le 
quatrième couple (43). 

47. Problème. — Construire une conique, connaissant 
cinq couples de droites conjuguées. 

On construira deux coniques admettant quatre des cou- 
ples donnés, en s'en donnant arbitrairement une tangente 
passant par le sommet de deux des couples ^ elles détermi* 
neront un faisceau tangentiel dans lequel on construira la 
conique qui admet le cinquiène couple, solution aussi 
simple que sa corrélative. 

48. Ainsi se' trouvent résolus tous les problèmes dans 
lesquels on peut se proposer de construire une conique 
déterminée par cinq conditions tangentielles telles que 
tangentes pu couples de droites conjuguées, données direc- 
tement, en entendant par condition tangentielle toute 
condition telle, que quatre d'entre elles déterminent toutes 
les coniques qui ont quatre tangentes communes. Nous ver- 
rons plus loin quelle est la plus générale \ quoi qu'il en soit, 
comme cas particulier des précédentes, nous pouvons indi- 
quer dès à présent : i^ un point du cercle orthoptique, car 
les droites qui joignent ce point aux points circulaires de 
r infini forment un couple de droites conjuguées^ il en ré- 
sulte gufe le centre et la somme des carrés des axes équi- 
valent à trois conditions tangentielles; 2° un foyer, qui 
équivaut à deux conditions tangentielles, car les droites 
qui joignent ce point aux points circulaires de l'infini sont 
tangentes à la courbe; 3^ un sommet orthoptique (40) d'un 
faisceau tangentiel équivaut à deux conditions tangen- 
tielles; 4** la condition d'être une parabole équivaut à une 
condition tangentielle, puisque c'est dire que la droite de 
l'infini est tangente à la courbe, d'où il résulte qu'un fais- 
ceau tangentiel n'admet en général qu'une parabole, et que 
s'il en admet deux, toutes les courbes du faisceau sont des 
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paraboles. En un mot, toutes les paraboles tangentes à trois 
droites forment un faisceau tangentiel. 

L'étude des systèmes tangentiels d'ordre plus élevé que 
le premier, -c'est-à-dire des coniques satisfaisant à une, 
deux, ou trois conditions tangentielles va nous permettre 
de résoudre les mêmes problèmes que précédemment, dans 
le cas où les conditions données le sont par la connais- 
sance d'un certain nombre de coniques qui satisfont à plu- 
sieurs d'entre elles. 

DU SYSTÈME TANGENTIEL DU SECOND ORDRE 
OU RÉSEAU TANGENTIEL. 

Equation générale en coordonnées tangentielles : 

^C-hpiC'-+-vC"=o. 

49. La définition du réseau tangentiel dérive du théo- 
rème d'après lequel les trois coniques tangentes à une 
droite donnée et admettant respectivement les mêmes tan- 
gentes communes que trois coniques fixes, prises deux à 
deux, admettent trois autres tangentes communes et con- 
stituent un faisceau tangentiel. On obtiendra donc un 
faisceau quelconque du réseau défini par trois coniques en 
s'en donnant arbitrairement une tangente. 

50. Théorème. — Toutes les coniques qui admettent 
trois couples distincts de droites conjuguées communes, 
forment un réseau tangentiel. 

Ce théorème se démontrerait par un raisonnement tout 
à fait analogue à celui qui concerne le réseau ponctuel (18). 

Réciproquement : 

Théorème. — Toutes les coniques d'un réseau tangen- 
tiel admettent Une infinité de couples de droites conju- 
guées communes, dont trois sont distincts, 

51 . Le lieu du point d'intersection de deux droites con- 
juguées de ce groupe est une courbe du troisième degré, 
qui peut êtrcî définie par trois de ses points et deux droites 
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particulières passant par chacun d'eux. C'est la Hessienne 
du réseau (*). Les trois points d'intersection d'une droite 
quelconque avec cette courbe sont les points d'intersection 
de cette droite avec les trois autres droites du plan qui 
sont tangentes à toutes les courbes du réseau tangentes à 
la première. 

Pour obtenir le troisième point d'intersection de la couii>e 
et de la droite qui joint les sommets de deux des couples 
donnés, il suffira de construire les conjuguées harmo- 
niques de cette droite par rapport aux deux couples dont 
elle joint les sommets, de joindre leur point d'intersection 
avec le sommet du troisième couple donné, et de construire 
la conjuguée harmonique de cette droite par rapport au 
troisième couple; elle passera par le point cherché. 

La courbe étant définie comme nous l'avons dit, on en 
aurait donc autant de points qu'on voudrait, et l'on verrait 
qu'ils se groupent deux par deux, et que ces groupes de 
deux points sont les coniques du réseau qui sont réduites à 
deux points. D'où l'on conclut que : 

Les dix^huit ombilics communs à trois coniques quel- 
conques prises deux à deux sont sur une même courbe du 
troisième degré. 

Il en résulte en outre que chacun de ces systèmes de 
deux points est conjugué par rapport à chacun des couples 
de droites conjuguées dont la courbe est le lieu des som- 
mets, d'où ce théorème : 

Théorème. — Si Von joint chaque point variable de la 
courbe à un point fixe pris sur elle, et quon construise la 

( ' ) C'est en effet Hesse qui a démontré le premier que toute courbe du 
troisième degré peut être considérée, de trois manières différentes, comme 
le lieu des couples de points conjugués communs d'un réseau ponctuel 
{Journal de Crelle, t. XXXV I, p. 1^3), ou, ce qui revient au même, ainsi que 
nous le verrons plus loin, comme le lieu des sommets des couples de droites 
conjuguées communes d'un réseau tangentiel. 11 l'a démontré analytique- 
ment, et en a déduit géométriquement un certain nombre de propriétés 
de ces courbes.. 
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conjuguée harmonique de, cette droite par rapport au 
couple correspondant à ce point variable, toutes ces 
droites passent par un second point de la courbe, formant 
avec le premier conique du réseau. 

D'où Ton conclut que, lorsque quatre couples de droites 
conjuguées ne sont pas distincts, si Ton construit les trois 
droites qui joignent le sommet de l'un d'eux à celui des 
trois autres, et leurs conjuguées harmoniques dans chacun 
de ces trois couples, ces trois dernières droites passent par 
un même point. 

Nous reviendrons plus loin sur cette courbe, qui jouit de 
propriétés si remarquables, et son étude, comparée à celle 
de la Cayleyenne d'un réseau ponctuel , achèvera de nous 
faire connaître ses curieuses propriétés. 

52. La condition pour une conique d'être vue d'un 
point donné sous un angle droit étant une condition tan- 
gentielle, il en résulte le théorème suivant : 

Théorème. — Les trois coniques vues d*un point donné 
sous un angle droit et qui admettent les mêmes tangentes 
communes que trois coniques données, prises deux à deux, 
ont quatre tangentes communes. 

Si cependant les trois coniques qui définissent un réseau 
étaient vues d'un même point sous un angle droit, cela 
prouverait que les droites qui joignent ce point aux points 
circulaires de l'infini forment, avec les trois couples qui 
peuvent aussi déterminer le réseau, un système de quatre 
couples non distincts, c'est-à-dire que toutes les coniques 
du réseau sont aussi vues du point donné sous un angle 
droit. Il sufQt pour cela qu'il y ait dans le réseau trois 
courbes jouissant de cette propriété et n'admettant pas 
quatre tangentes communes. 

S3. La condition d'avoir pour foyer un point donné 
étant une double condition tangentielle, il en résulte qu'il 
y aura toujours dans le réseau une conique ayant un point 
donné pour foyer ^ si ce point est sur la Hessienne, et que 
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les droites conjuguées qui passent par ce point ne soient 
pas conjuguées harmoniques par rapport aux droites Â et B 
qui le joignent aux points circulaires de Tinfini, c'est-à-dire 
perpendiculaires, le point fera partie de la conique dont il 
est le foyer, puisqu'elle est tangente aux droites Â et B et à 
leurs conjuguées harmoniques par rapport au couple de 
droites qui se coupent en ce point *, cette conique sera donc 
réduite à deux points, et Ton aura le second point au moyen 
du théorème énoncé précédemment (51). Si au contraire 
les deux droites conjuguées sont perpendiculaires , la con- 
dition d'avoir pour foyer le point considéré cessera d'être 
double, et il y aura une infinité de courbes du réseau qui 
y satisferont^ de plus, elles formeront un faisceau, c'est- 
à-dire qu'outre le foyer commun, elles auront deux autres 
tangentes communes. 

54. La condition d'être une parabole étant une condi- 
tion tangentielle, on en conclut les théorèmes suivants : 

Théorème. — Les trois paraboles qui admettent les 
mêmes tangentes communes que trois coniques données, 
prises deux à deux, ont trois tangentes communes à dis- 
tance finie ( * ) . 

Théorème. — Toutes les paraboles d'un réseau tan- 
gentiel ont trois tangentes communes, à distance finie . 

Et si trois courbes du réseau sont des paraboles qui 
n'aient pas trois tangentes communes, toutes les courbes 
du réseau sont des paraboles. 

55. Problème. — ' Construire, dans un réseau tangen- 
tiel, le faisceau déterminé par une droite. 

11 suffit de construire deux des trois coniques tangentes 
à cette droite et admettant les mêmes tangentes communes 
que les trois coniques, prises deux à deux, qui déterminent 
le réseau (49). 

Problème. — Construire, dans un réseau tangentiel, 

— -- ■ — ■ ■—■—--■ — - ■■.,■ ^» ■■■■■» I ■ . I ^ , . , I , . , „ ^ _, ■■■■■ ■■■■■■■■■■ 

( • ) CHASLCft, Traité des Sections coniques^ p. aSg. 
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le faisceau déterminé par un système de deux droites 
conjuguées . 

Il suffît de construire deux des trois coniques conju-. 
guées à ces deux droites et admettant les mêmes tangentes 
communes que les trois coniques, prises deux à deux, qui . 
déterminent le réseau (43). Elles admettront les trois cou- 
ples de droites conjuguées du réseau, outre le couple 
donné, et conséquemment auront quatre tangentes com- 
munes (38). 

De la solution des problèmes précédents, on conclut 
celle des suivants : 

Construire une conique d'un réseau tangentiel, con- 
naissant : 

I** Deux tangentes, 

2° Une tangente et un couple de droites conjuguées, 

3° Deux couples de droites conjuguées, 
problèmes déjà traités, dans le cas où les trois couples 
de droites conjuguées du faisceau sont donnés directement 
(45,46,47). 

Si les deux tangentes données sont imaginaires, la solu- 
tion du premier de ces problèmes n'est pas applicable ^ si 
elles sont imaginaires conjuguées, on pourra remplacer 
leur connaissance par celle de deux couples de droites- 
réelles conjuguées par rapport à elles, et Ton tombera alors 
sur le troisième problème. Ainsi, pour construire la conique 
d'un réseau qui a pour foyer un point donné, on tracera 
par ce point deux couples de droites rectangulaires, on 
construira deux des coniques du réseau admettant l'un des 
couples^ elles détermineront lin faisceau dans lequel là 
conique qui admet le second couple aura le point donné 
pour foyer, tandis qu'on n'aurait pas pu construire deux 
des coniques du réseau tangentes à là droite qui joint le 
point donné à l'un dés points circulaires de l'infini. 

56. Cas particuliers du réseau, — Toutes les coniques 
qui ont deux couples de droites conjuguées communes et 

4 
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qui sont tangentes à une droite fixe peuvent être considé- 
rées comme conjuguées par rapport à deux droites qui se 
confondent avec la tangente commune, et forment consé- 
quemment un réseau. La Hessienne du réseau se compose 
de cette droite et d'une conique dont il est facile de trouver 
cinq points, savoir : les deux points A et B où se coupent 
les deux droites de chacun des deux couples donnés, le . 
point d'intersection des conjuguées harmoniques de la 
droite AB dans chacun des couples, et enfin les points dou- 
bles de Tinvolution linéaire dont deux couples de points 
conjugués sont les points d'intersection de la tangente corn- 
mune avec les deux couples de droites conjuguées. Cette 
conique est donc déterminée, et les couples de droites con- 
juguées se coupant en chaque point, de la courbe s'obtien- 
dront facilement, puisque à chaque point de la tangente 
commune correspond un point de la conique, formant avec 
lui conique du réseau; on n'aura donc qu'à mener par 
chaque point de la conique deux droites conjuguées par 
rapport à deux de ces couples de points. De plus, le rap- 
port anharmonique de quatre points de la tangente com- 
mune est égal à' celui des droites qui joignent un cinquième 
point quelconque de la conique aux quatre points corres- 
pondants. Donc : 

Théouèke. — Si une conique passe par les trois points 
de rencontre des côtes opposés d'un quadrilatère et par 
les points doubles d'une in\folution linéaire dont deux 
couples de points conjugués sont les points d'intersection 
dune droite fixe auec les côtés opposés du quadrilatère, 
à chaque point de la conique correspond un point de la 
droite fixe, formant avec lui un couple de points conju" 
gués par rapport aux trois couples de côtés opposés, et le 
rapport anharmonique de quatre points de la droite fixe 
est égal à celui des droites qui joignent un cinquième 
point quelconque de la conique aux quatre points corres^ 
pondants. 
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ËD&n^ le théorème général énoncé plus haut (51) de- 
vient : 

Théorème. — Etant données trois coniques quelconques 
ayant une tangente commune, elles ont, deux à deux, 
dix^huit ombilics communs, dont neuf sont situes sur la 
tangente commune; les neuf autres sont sur une même 
punique. 

Si la tangente commune est la droite de Tinfini, le théo- 
rème devient : 

Les neuf ombilics communs, situés à distance finie, de 
trois paraboles quelconques, prises deux à deux, sont 
sur une même conique, 

57. Si toutes les coniques du réseau ont deux tangentes 
communes, on a un second cas particulier de ce système. 
La Hessienne se réduit alors à trois droites qui sont les 
deux tangentes communes, et la droite Q, lieu des ombilics 
des coniques du réseau prises deux à deux, ombilics qui ne 
sont pas sur les tangentes communes. Les tangentes issues 
d'un point quelconque de cette droite à toutes les courbes 
du réseau forment un faisceau en involution linéaire, dont 
deux rayons conjugués sont cette droite et celle qui joint 
le point considéré au point d'intersection des deux tan- 
gentes communes. L'enveloppe des rayons doubles, qui est 
aussi celle des couples de droites conjuguées, est une co- 
nique tangente aux deux droites données, dans laquelle le 
point d'intersection de ces deux droites a pour polaire la 
droite Q, et enfin qui est aussi l'enveloppe des tangentes à 
toutes les coniques du réseau en leurs points d'intersection 
avec la droite Q. Nous passons rapidement sur ces proprié- 
tés, dont nous avons démontré les corrélatives (25). 

58. Si les deux tangentes communes sont les droites qui 
joignent un point F du plan aux points circulaires de Fin- 
fini, ^le réseau est l'ensemble. des coniques qui ont un foyer 
commun F et qui ont un même système de droites conju- 
guées. C'est le réseau corrélatif du réseau ponctuel com- 

4- 
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pose de Tensemble des cercles qui coupent orthogonale- 
ment un même cercle. Or nous avons fait voir qu'à des 
cercles se coupant orthogonalement correspondent par voie 
de dualité des coniques confocales telles que, les cercles 
ayant leurs grands axés pour diamètres respectifs, se cou- 
pent orthogqnalement (*). De là résulte, comme il est 
facile de s'en rendre compte, que, si le réseau qui nous oc* 
cupe est défini par trois de ses coniques, ayant pour foyer 
le point F, on décrira les trois cercles ayant leurs grands 
axes pour diamètres et leur cercle orthogonal commun, et 
Ton obtiendra une conique quelconque du réseau, en dé- 
crivant un cercle quelconque coupant ce dernier orthogo- 
nalement, joignant son centre O au point F, et prenant le 
diamètre OF du cercle pour grand axe de la conique, 
O pour centre et F pour foyer. En outre, la conique enve- 
loppe des couples de droites conjuguées sera la conique 
concentrique au cercle orthogonal commun, et s'en dédui- 
sant de la même façon. 

59. La propriété relative au cercle ayant pour diamètre 
le grand axe d'une conique, pourra souvent être utile dans 
la solution des problèmes résolus plus haut (45), dans le 
cas où deux des conditions données seront un foyer. Sup- 
posons, par exemple, qu'il s'agisse de construire une co- 
nique ayant un point F pour foyer, et conjuguée à trois 
couples de droites ] le problème corrélatif consiste à con- 
struire un cercle conjugué à trois couples de points : c'est 
le cercle orthogonal aux trois cercles ayant pour diamètres 
les segments formés par ces couples de points. A l'un de 
ces cercles correspond, par voie de dualité, la conique 
ayant pour foyer le point F, pour directrice la polaire de 
ce point par rapport à l'un des couples de droites, et tan- 
:gente à ces deux droites ^ le cercle, ayant pour diamètre son 
^rand axe, est immédiatement connu, puisque deux de ses 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques^ a® série, t. V, p. i45. 
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points sont les pieds des perpendiculaires abaissées du 
point F sur ces deux droites, et que la directrice connue 
est aussi, par rapport à lui, la polaire du point F. On en 
tire donc la solution suivante. On construira trois cercles, 
ainsi qu'il suit, au moyen de chacun des trois couples *, du 
point Fon abaissera une perpendiculaire sur chaque droite 
du couple \ le cercle passera par les pieds des deux perpen- 
diculaires, et la polaire du point F sera la même par rap- 
port au cercle que par rapport au couple de droites. On 
construira ensuite le centre radical de ces trois cercles, et 
la conique cherchée aura ce point pour centre, le point F 
pour foyer, et sera doublement tangente, suivant le dia-- 
mètre OF, au cercle orthogonal aux trois premiers. 

DU SYSTÈME TANGENTIEL DI3 TROISIÈME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées tangentielles r 

>C -4- fzC 4- vC' -f- pC" = o. 

60. Le système tangentiel du troisième ordre peut se dé- 
finir par quatre coniques C.Ç'.C'.C'" n'appartenant pas à. 
un même réseau. Aux deux réseaux [C . C. C'-] , [C. C^'. C'"] 
correspondent deux Hessiennnes qui ont neuf points com-. 
muns, de chacun desquels on peut mener, aux courbes de 
chaque réseau, des tangentes formant une involution (51). 
Parmi ces neuf points communs, il y en a six qui sont les 
ombilics communs aux deux coniques C et Cqui font par^ 
tie des deux réseaux. Les tangentes issues de l'un de ces six 
points aux courbes des deux réseaux forment deux involu- 
tions qui n'ont que deux rayons conjugués communs, savoir 
les deux tangentes communes menées par ce point aux deux 
coniques C et C", et qui, par conséquent, ne coïncident 
pas nécessairement, tandis que pour les trois autres points, 
les deux involutions coïncident, puisqu'elles ont deux 
couples de rayons conjugués communs, qui sont les tan-» 
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gentes menées aux coniques C et C'^. D'où ce théorème: 
Théorèiie. — Il y a trois points d'où ton peut mener 
à quatre coniques quelconques huit tangentes en involution. 
En un mot, ces courbes admettent trois couples de droites 
conjuguées, mais l'un d'eux résuite des deux autres, con- 
f(»*mément au théorème énoncé plus haut (38), et ces trois 
points sont les points de rencontre des côtés opposés d'un 
quadrilatère et le point de rencontre des diagonales. 

61. Il est inutile d'insister sur la construction d'une 
courbe quelconque du système ; on pourra s'en donner soit 
trois tangentes, soit deux tangentes et un couple de droites 
conjuguées, soit une tangente et deux couples, soit trois 
couples. Elle donne lieu aux théorèmes suivants, dont le 
second est connu. 

Théorème. — Les six coniques qui admettent les mêmes 
tangentes communes que quatre coniques quelconques, 
combinées deux à deux et qui admettent un même couple 
de droites conjuguées, ou sont tangentes à une même 
droite, appartiennent à un même réseau. 

Théorème. — Si Von joint un point quelconque aux 
points de rencontre des côtés opposés et des diagonales 
dun quadrilatère complet, les conjuguées harmoniques 
de chacune de ces droites, par rapport au couple de côtés 
opposés correspondant, passent par un même point, 

62. Il y aura dans le réseau une infinité de courbes 
ayant pour foyer un point donné ^ elles formeront faisceau, 
c'est-à-dire qu'en outre elles auront deux tangentes com- 
munes. Les cercles ayant leurs grands axes pour diamètres 
auront même axe radical, et formeront un système ortho- 
gonal aux trois cercles ayant même axe radical, et déduits, 
comme nous l'avons^xpliqué plus haut (59), des trois cou- 
ples de droites conjuguées à toutes les courbes du système. 

Toutes les courbes du système, vues d'un point donné 
sous un angle droit, formeront un réseau déterminé par 
trois quelconques des six coniques satisfaisant à cette con- 
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dition, et admettant les mêmes tangentes conununes c[ue 
les quatre coniques données prises deux à deux. 

Toutes les paraboles du système formeront un réseau^ 
et si quatre courbes du système sont des paraboles, toutes 
les autres seront aussi des paraboles. 

63. Ce système donne lieu également à des cas particu-^ 
liers. Toutes les courbes du système étant en effet conju- 
guées par rapport à trois couples de droites qui sont les 
couples de côtés opposés et les diagonales d'un quadrila-* 
tère, on peut concevoir que la droite AB (Jig» 8) vienne 

Fig. 8. 

F 




se confondre avec la droite CD, auquel cas les diagonales 
se ccmfondent avec la même droite, et Fon a l'ensemble 
des coniques tangentes à une droite et conjuguées au cou* 
pie FAC, FBD. Si, dans la même bypothèsç, les droites du 
dernier couple viennent à se confondre, on a toutes les 
coniques tangentes à deux droites. 

Enfin, si les deux droites qui se confondent sont des 
côtés du quadrilatère n'appartenant pas au même couple j 
la droite qui en résulte étant à la fois conjuguée par rap- 
port à deux autres est la polaire de leur point d'intersec- 
tion, et l'on a l'ensemble des coniques par rapport aux- 
quelles une droite a pour pôle un point donné. L'on voit 
donc que, dans ce cas particulier, le système peut être con- 
sidéré soit comme ponctuel, soit comme tangentiel (32). 

La recherche du point qui forme avec un point donné 
conique du système, est analogue à la corrélative (33). 
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DU SYSTÈHiE TANGENTIEL DU QUATHIÈME ORDRE. 

Équation générale en coordonnées tangentielles : 
>C 4- f*C' -4- vC" -f- pC^ 4- ctC"" = o. 

64. Le système du quatrième ordre sera "déterminé par 
cinq coniques n'appartenant pas à un même système du 
troisième ordre. La construction d'une courbe quelconque 
du système résulte du théorème suivant, à la démonstra- 
tion duquel nous ne nous arrêterons pas : 

Théorème. — Les dix coniques qui admettent les mêmes 
tangentes communes que cinq coniques quelconques prises 
deux à deux et qui admettent un même couple de droites 
conjuguées . ou qui sont tangentes à une même droite, 
appartiennent à un même système tangentiel du troi- 
sième ordre. 

Toutes les courbes de ce système, comme celles du sys- 
tème ponctuel correspondant (34) satisfont à une condi- 
tion commune, dont nous trouverons plus loin (93) l'ex- 
pression géométrique. 

On construirait deux points formant conique du sys- 
tème par une construction analogue à la corrélative (36). 
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CHAPITRE IV. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES œNIQUES EN INVOLUTION. 

CAS PARTICULIERS. 



6S. Théorème. — Le carré de la puissance du centre 
d'une conique par rapport^u cercle conjugué à un trian- 
gle circonscrit est égal à la somme des carrés de ses 
dend-axes. 

Nous aurons à nous servir de cette proposition, qui n'est 
autre que le théorème de Steiner un peu modifié, sur le 
lieu des centres des coniques inscrites à un triangle et dont 
la somme des carrés des axes est constante : c'est pourquoi 
nous avons cru bon d'en donner la démonstration suivante : 

Soit ABC [fi g' 9) un triangle circonscrit à une conique^ 




coupons-le par une quatrième . tangente quelconque abc^ 
par rapport au cercle conjugué au triangle ABC, A est 
le pôle de BC, donc les points A et a sont deux points 
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conjugués, de même B et i, C et c ; par suite, les cercles 
ayant pour diamètres les segments Art, Bi, Ce, coupent 
orthogonalement le cercle conjugué au triangle ABC (20). 
Mais ces trois segments sont les diagonales du quadri- 
latère des quatre tangentes considérées, les cercles dont 
ils sont les diamètres ont donc même axe radical (40), 
et les deux points communs à ces cercles sont aussi com- 
muns au cercle orthoptique de la conique considérée, qui 
est inscrite dans ce quadrilatère (40). Il s'ensuit que tou» 
les cercles qui coupent orthogonalement les trois premiers, 
jouissent de la même propriété par rapport à ce dernier ; 
donc le cercle conjugué au triangle ABC coupe orthogona- 
lement le cercle orthoptique de la conique considérée, ce 
qui n*est qu'une autre manière d'énoncer la proposition. 

Réciproquement ; Si un cercle C coupe orthogonalement 
le cercle orthoptique d'une conique, on peut circonscrire 
à la conique une infinité de triangles conjugués au cercle. 

Car-si Ton imagine un quelconque des triangles circons- 
crits à la conique qui ont pour point de rencontre des hau- 
teurs le centre du cercle C, le cercle conjugué à ce triangle 
coupera orthogonalement le cercle orthoptique de la co- 
nique, mais, puisqu'il est conjugué au triangle, il est con- 
centrique avec le cercle C (3) ^ d'ailleurs, ces deux cercles 
ont un cercle orthogonal commun, donc ils coïncident. 



CONIQUE HARMONIQUEMENT INSCRITE OU CIRCONSCRITE 

A UNE AUTRE CONIQUE. 

66. On sait que lorsque six points sont les sommets de 
deux triangles conjugués à une même conique C, ils sont 
eux-mêmes situés sur une conique C (*). Il existe alors 
une certaine dépendance entre les coniques C et Q! d'après 

('-) Chasles, Traité des Sections coniques, p. 140. 
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laquelle on peut inscrire dans la conique C une infinité de 
triangles conjugués à la conique C : on peut encore Texpri- 
mer en disant que la polaire d'un point A^ de la conique C 
par rapport à la conique C coupe ces deux courbes en 
quatre points B', C\ B, C qui sont en proportion harmo- 
nique, de telle sorte que le triangle A'BfG inscrit dans la 
conique G est conjugué par rapport à la conique G. L'on 
dit alors que la conique C est harmoniquement circon- 
scrite à la conique C ( * ) : corrélativement, une conique est 
harmoniquement inscrite à une autre conique, lorsqu'elle 
est inscrite dans une infinité de triangles conjugués à la se- 
conde, ou encore lorsque les tangentes issues aux deux 
courbes du pôle, par rapport à la seconde, d'une tangente 
quelconque de la première sont en rapport harmonique. 
Cela posé, nous allons démontrer le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsqu'une conique G est harmonique-' 
ment circonscrite à une conique C, la conique C est har^ 
moniquement inscrite à C (*). 

Considérons en effet deux cercles O et C de rayons R et 
R', et supposons que le cercle O' soit harmoniquement cir* 
conscrit au cercle O. Il résulte du théorème de M. Faure (8) 
que la puissance du centre du cercle O par rapport au 
cercle Cest égale à R y2. D'autre part, nous avons vu que 
lorsqu'un cercle coupe orthogonalement le cercle orthop- 
tique d'une conique, la conique est harmoniquement in- 
scrite à ce cercle (65). Si Ton applique cette proposition au 
cercle CK qui coupe orthogonalement le cercle orthoptîque 
du cercle O, il en résulte que le cercle O ^st harmonique- 
ment inscrit au cercle &. La proposition étant démontrée 
pour deux cercles, s'étend au moyen de la perspective à 
deux coniques quelconques. Nous dirons alors que les deux 
coniques sont conjuguées réciproques. 

(î ) Smith, Proceedings of the London mathematical Society ^ n® l/|, p. 85. 
C) Salmon, Segtions coniqueSt p. 3a6, et Cremona, Introduzione, etc., 
p. 87. 
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Corollaire. — Si un cercle et une Ivyperbole équila^ 
tère sont conjugués réciproques, celle des deux courbes 
qui est harmoniquement circonscrite à l'autre passe par 
le centre de la seconde. 

Car la droite de Tinfini coupe ces deux courbes suivant 
quatre points en proportion harmonique. 

67. Théorème. — Lorsque deux coniques O et C" sont 
harmoniquement circonscrites à une même conique C, il 
en est de même de toutes les coniques du faisceau ponc^ 

tuei[a.a']. 

Car si Ton prend la polaire d'un des points communs 
aux coniques QI et QI' par rapport à la conique C, elle cou- 
pera ces deux coniques suivant deux segments d'une invo- 
lution linéaire dont les points doubles sont ses points 
d'intersection avec la conique C, puisque cl^acun de ces 
segments doit former avec ces deux points un rapport har- 
monique (66). Mais il en sera de même pour toutes les co- 
niques du faisceau ponctuel [C.C], car toutes les cordes 
déterminées dans ces courbes par cette droite sont des seg- 
ments de cette involution ^ on peut donc choisir sur l'une 
quelconque de ces courbes un point, qui est un de leurs 
points communs, dont la polaire par rapport à la conique C 
coupe elle et la conique C suivant quatre points en rapport 
harmonique; donc l'une quelconque de ces courbes est 
harmoniquement circonscrite à la conique C. 

68. De là résulte immédiatement les théorème général 
suivant : 

Théorème. — .Lorsque les n coniques nécessaires à la 
détermination d'un système ponctuel d'ordre /i — i sont 
harmoniquement circonscrites à une même conique C, 
toutes les coniques du système jouissent de la même pro" 
priété. 

On démontrerait d'un façon analogue le théorème corré- 
latif, savoir :. 

Théorème. — Lorsque les n coniques nécessaires à la 
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détermination d'un système tangentiel d'ordre n — i sont 
harmoniquement inscrites à une mém.e conique, toutes les 
coniques du système jouissent de la même propriété. 

69. De ces théorèmes résultent de curieuses propriétés 
d*involution. Le second des quatre théorèmes précédents 
peut en effet être considéré comme une généralisation du 
théorème de Desargues, qu'il suffit d'énoncer ainsi pour 
s*en apercevoir : lorsque deux coniques sont conjuguées à 
deux points, toutes les coniques du faisceau ponctuel 
quelles déterminent sont également conjuguées à ces 
deux points, tout en remarquant qu'une conique conjuguée 
à deux points peut être regardée comme harmoniquement 
circonscrite à la conique réduite à ces deux points, laquelle 
d'après le premier théorème (66) est de son côté harmoni- 
quement inscrite à toutes les coniques du faisceau. 

La réciproque se démontrerait absolument comme celle 
du théorème de Desargues (9), et peut s'énoncer ainsi : 

Théorème. — Toutes les coniques harmoniquement cir- 
conscrites à quatre coniques données forment un faisceau 
ponctuel. 

D'où il résulte : 

i^ Que parmi les coniques harmoniquement inscrites à 
deux coniques données il n'y en a que quatre de dictinctes, 
de même que parmi les couples de points conjugués com- 
muns (9). 

2? Que la condition d'être harmoniquement circon- 
scrite à une conique donnée est une condition ponctuelle, 
et c'est la plus générale que nous ayons rencontrée, car les 
cas que nous avons traités sont ceux où la conique donnée 
se réduit à un point ou à deux points. 

Corrélativement, la condition d'être harmoniquement 
inscrite à une conique donnée est une condition tangen- 
tielle, par suite toutes les coniques harmoniquement in- 
scrites à deux coniques données et dont nous venons de 
voir xjue quatre seulement sont distinctes, forment un sys- 
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tème tangentiel du troisième ordre, résultats compatibles 
puisqu'il faut quatre courbes pour déterminer ce système. 

D'une façon générale, en supposant qu'une conique re- 
présente un système d'ordre zéro, on peut énoncer le théo- 
rème suivant : 

Théorebie. — Si deux systèmes de coniques sont tels 
que chacune des courbes, du premier soit harmonique- 
ment circonscrite à toutes celles du second, chacune de 
<:es derni^es est harmoniquement inscrite à toutes celles 
du premier. Le premier système est ponctuel, le second 
est tangentîel et la somme de leurs ordres est égale à 
quatre (^). 

70. Suivant l'expression de M. Smith, ces coniques for^ 
anent deux systèmes contr avariants. Nous dirons de plus 
«que les coniques d'un même système, étant conjuguées ré- 
ciproques (66) d'un certain nombre de coniques fixes, sont 
en insolation. De sorte que nous avons à étudier les dé- 
pendances qui existent entre deux systèmes contravariants, 
dans les cinq cas fournis par le théorème précédent, et si- 
^alés*par M. Smith : 

I® Une conique, formant système ponctuel d'cMxire zéro, 
harmoniquement circonscrite à toutes les com*bes d'un sys- 
.tème tangentiel du quatrième ordre. 

2® Un faiscieau ponctuel, contravariant d'un système 
(tangentiel du troisième ordre. 

3^ Deux réseaux contravariants, l'un ponctuel, l'autre 
.tangentiel. 

4^ Un système ponctuel du troisième ordre contrava- 
triant d'un faisceau tangentiéL 



(*) Au m«ment*de faire paraître ce travail, nou« avons appris, par l'obli- 
geance de M. Cremona, qoe cet important théoréine, ainsi que les précé- 
Hlents (67), (68), étaient déjà énoncés par M. Smith. On some geotnetrical 
iconstructions {Proceedings, n9 i4 ). C'est en effet à lui qu'ils appartiennent, 
«et c'est après avoir Ju cet intéressant article que nous avons adopté les dé- 
diominations de cet auteur. • 
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5^ Un système ponctuel du quatrième ordre dont toutes 
les courbes sont harmoniquement circonscrites à une même 
conique, laquelle forme système tangentiel d'ordre zéro, et 
de son côté est harmoniquement inscrite à cinq coniques 
données. 

Ces cinq cas constituent Tensemble de la théorie des co- 
niques en involution, à laquelle conduit celle de Tinvolu- 
tion plane, et qui est la généralisation des prc^riétés des 
segments en involution linéaire. 

On voit que l'étude dés différents systèmes avait sa place 
marquée devant elle, et qu'elle en constitue un cas parti- 
culier. 

71 . Avant de passer en revue les différents cas que nous 
venons d'exposer, nous étudierons plus spécialement celui 
où rînvolution est circulaire, c^est-à-dire où les courbes 
harmoniquement inscrites ou circonscrites sont des cercles. 
Ainsi arriverons-nous plus facilement à trouver les rela- 
tions qui existent entre les éléments au moyen desquels on 
peut déterminer deux faisceaux contravariants. 



CAS PARTICULIER OU LA COHIQUE HARMONIQUEMENT INSCRITE 

EST UN CERCLE. 

72. On peut toujours inscrire dans une conique une in- 
finité de triangles ayant pour point de rencontre des hau- 
teurs un point donné P; si l'on considère l'un d'eux, la 
conique est harmoniquement circonscrite au cercle ayant 
pour centre le point P et pour rayon la puissance du trian- 
gle (3), puisque Je triangle est conjugué à ce cercle. Si 
l'on en considère un second, sa puissance sera la mème^ 
car si elle différait de la première, la conique serait harmo- 
niquement circonscrite à une infinité de cercles concentri- 
ques au premier, ce qui est impossible, le point P étant 
quelconque. On peut donc dire que : 



64 CHAPITRE IV. 

Théorème. — Tous les triangles inscrits dans une co- 
nique et ayant pour point de rencontre des hauteurs un 
point donné, ont même puissance. 

Tous ces triangles forment une involution plane circu- 
laire *, si le cercle triple est imaginaire, et si par son centre 
on élève sur le plan de Finvolution une perpendiculaire 
égale à la puissance géométrique, de Textrémité de cette 
perpendiculaire on verra sous un angle trièdre trirectangle 
tous les triangles de Tinvolution, conjugués au cercle et 
inscrits dans la conique (3). C'est pourquoi nous donne- 
rons le nom de puissance orthoptique de première espèce 
par rapport à la conique à cette longueur qui est fixe pour 
chaque point du plan, et qui est la puissance commune de 
tous les triangles inscrits dans la conique et dont ce point 
est le point de rencontre des hauteurs. 

73. Du théorème précédent, on condut immédiatement 
le suivant : 

Théorème. — Si l'on peut mettre sur un cône du se* 
cond degré les arêtes d'un trièdre trirectangle, on peut 
en mettre une infinité. 

Car si Ton coupe le tout par un plan, ce trièdre est coupé 
suivant un triangle inscrit dans la conique d'intersection et 
ayant pour point de rencontre des hauteurs la projection 
sur le plan sécant du sommet du cône. Tous les triangles 
qui satisfont aux mêmes conditions, ayant même puis- 
sance (72), sont vus du sommet du cône sous un angle 
trièdre trirectangle» Nous dirons alors que le cône est équi- 
latère de première espèce (* ). 



(*) Nous avons déjà proposé cette dénomination (Journal l'Institut^ 
30 décembre i865; Comptes rendus <ie la Société philomathique). 
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de la puissance orthoptique de première espèce 
d'un point par rapport a une conique. 



74. Si un triangle ABC {Jig- lo) est inscrit dans un 




cercle, et si le point 1 est le point de rencontre des hau- 
teurs, on a 

d'ailleurs la puissance orthoptique p de ce point est 
égale à ^lA.IF; la longueur / de la tangente issue de ce 
point est égale à ^lA.lD ou à ^lAx 2 IF, d'où l'on con- 
clut que lz= p yj^. Donc : 

Théorème. — La puissance orthoptique d'un point par 
rapport à un cercle s obtient en divisant par ^2 la lon- 
gueur de la tangente issue de ce point (*). 

Elle est nulle pour les points du cercle, imaginaire pour 
les points intérieurs. Dans ce dernier cas, sa longueur géo- 
métrique est égale à l'ordonnée de la sphère dont le cercle 

serait un grand cercle, divisée par ^, et de l'extrémité de 
cette ordonnée ainsi réduite, on voit sous un angle trié* 
dre trirectangle les triangles de Tinvolution correspon- 
dante (72). 



(*) Aussi, lorsqu'il s'agira de la puissance orthoptique d'un point par 
rapport à un cercle, n'omettrons-nous jamais le mot orthoptique. 

5 
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75. Théorème. — La puissance orthoptique d'un point 
par rapport à une conique est égale à la racine carrée 
du produit des segments comptés à partir du point sur 
une perpendiculaire à une asymptote jusqu'aux points 
d'intersection de cette droite as^ec la courbe. 




Soit p [fig- 1 1) la puissance d'un point M, on a 

;;* = MA.MB-, 

car si C est le point à Tinfini sur Tasymptote, on voit que 
le triangle ABC, inscrit dans la courbe a pour point de 
rencontre des hauteurs un point quelconque de la droite 
AB. Si M est ce point, la puissance du triangle est égale à 

v/MA.MB. 

Il en résulte que, dans tous les cas, cette puissance est 
nulle si le point est sur la courbe. Si la courbe est dans 
l'angle obtus des asymptotes, les deux segments sont comp- 
tés dans le même sens pour un point situé à l'intérieur de 
la courbe, et la puissance est réelle^ imaginaire dans le cas 
contraire. Si la courbe est dans l'angle aigu, comme sur la 
figure, c'est le contraire qui a lieu. 

Si la courbe est une parabole dont les asymptotes quoi- 
que à l'infini ont une direction déterminée, le théorème de- 
vient : 

La puissance orthoptique d* un point par rapport à une 
parabole est égale à la racine carrée du produit des seg- 
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menu comptés à partir du point sur une perpendiculaire 
à l'axe, jusqu'aux points d'intersection de cette droite 
ai^ec la courbe. 

Fig. 12. 




p» = MA.]VIB-, 

» 

d'où l'on conclut que la puissance est réelle pour les points 
situes à rextérienr de la 'courbe, imaginaire dans le cas 
contraire. Pour les points situés à Tintérieur de la courbe, 
il est visible que la puissance géométrique e&t égale à For- 
donnée de la surface engendrée parla révolution de la pa^ 
rabole autour de son axe. 

Enfin dans le cas de Tellipse le théorème subsiste tou- 
jours par continuité, bien que n'ayant plus de représenta- 
tion graphique. La courbe sépare donc toujours les points 
du plan dont la puissance est réelle de ceux pour lesquels 
elle est imaginaire, et il est facile de voir par des cas parti- 
culiers qu'elle est imaginaire pour les points intérieurs, 
réelle pour les points extérieurs, que, par exemple, la puis- 
ai 

«ancedu centre est éeale à / , .■ J—i (*). 



( * ) L'analyse fait voir que 
«tant l'équation de la «ourbe, la puissance du point ( ce, /3 ) est égale à 



v/^ 
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• Si la courbe est une hyperbole équilatère, le théorème 
fait voir que la puissance d'un point est infinie si le point 
n'est pas sur la courbe, indéterminée dans le cas contraire» 
Elle est égale à l'ordonnée d'un cylindre droit ayant la 
courbé pour base, ce qu'on peut encore traduire en disant 
qu'il est impossible d'inscrire dans une hyperbole équila- 
tère un triangle dont le point de rencontre des hauteurs ne 
soit pas sur la courbe, ce qui est conforme au théorème 
connu (il). 

76. Théorème. — Le lieu des pieds des perpendicu- 
laires abaissées d'un point S sur les cordes d'une conique 
"vues de ce point sous un angle droit est un cercle. La 
puissance orthoptique du point S par rapport à la conique 
est égale à la longueur de la tangente menée du point S 
à ce cercle. 

Pour démontrer cette proposition, considérons un angle 
. droit dont le sommet soit en S et abaissons du point S des 
perpendiculaires sur les quatre côtés du quadrilatère com- 
plet ABCD, A, B, C, D étant quatre points pris deux par 




deux sur les côtés de l'angle. Soient a, b, c, d les pieds de 
ces perpendiculaires. Nous allons faire voir que ces quatre 
points sont sur un même cercle. On a, en effet (fig* i3), 

abc=i^''— [Aia 4- BicJ. 
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Or les quadrilatères inscriptibles ASab^ BSbc donnent 

Aba = ASa et B6c=BSc, 
donc 

( abc = 2'^''— Usa 4- ^1 

On a, de même dans les. quadrilatères inscriptibles CScd^ 
DSad 

Cac ou Cda -+■ adc == a**" — CSc 



et 



D Ja ou D de -f- adc ^. %^'' — DSa. 



Ajoutant 

Caa -h- Dac -f- aaac 
ou 

^dr^ adc = 4'^-— [CSc-+-DSaJ =4''''_ [i''''4-flScJ-, 

d'où 

(2) arfc=i^' — aSc. 

Comparant les égalités (i) et (2), on voit que les £mgle$ 
opposés du quadrilatère abcd sont supplémentaires, et par 
conséquent il est inscriptible. 

Si Ton considère toutes les comiques qui passent par les 
quatre points A, B, C, D, deux de ces coniques sont les 
couples de droites AD, BC et AB, CD. Les puissances or- 
thoptiques du point S par rapport à ces deux couples de 

droites sont respectivement ^Sa.Sf et ^S 6. S g^ (75). Or il 
est facile de faire voir que les points ^ et g sont situés sur 
le cercle circonscrit au quadrilatère abcd^ car on a 
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or 

SC/= BSc, 

parce que ces deux angles ont leurs côtés perpendiculaires \ 
donc 

fl^c = CS/-4- BSc = i^' — aSc. 

L'angle afc est donc aussi supplémentaire de Tangle abc 
en vertu de l'égalité (i) et le point /est sur le cercle^ de 
même pour le point ^. 

Il en résulte que deux coniques du faisceau ponctuel 
A6CD sont harmoniquement circanscrites au cercle ayant 
pour centre le point S et orthogonal au cercle abcd, 
puisque, par le fait même qu'un point a une certaine puis- 
sance par rapport à une conique, la conique est harmoni- 
quement circonscrite au cercle ayant pour centre ce point 
et pour rayon cette puissance (72). 

Par suite, toutes les coniques du faisceau sont aussi har-^ 
moniquement circonscrites à ce cercle (67), c'est-à-dire que 

le produit ^Sfl.S/*, ou bien la longueur de la tangente me-- 
née du point S au cercle abcd est aussi la puissance dxk 
point S par rapport à toutes les coniques du faisceau. 

En outre, la polaire du point S, qui est la même par rap-. 
port à toutes les copiques du faisceau puisque le point S est 
un sommet de leup triangle conjugué commun SIF, sera 
aussi la même par rapport au cercle abcd, puisque deux 
des cordes communes à ce cercle et à la conique AIC, par 
exemple, passent par le point S : ce sera la droite IF. 

Pour une conique quelconque du faisceau, les cordes 
communes à cette courbe et au cercle abcd^ cordes passant 
par le point S, siéraient les perpendiculaires abaissées du 
point S sur les asymptotes de la courbe, car chacun des 
points d'intc^rsection de l'une de ces perpendiculaires avec 
la conique est^ un point du lieu, ce qui fait voir encore que 
la puJiSîç^^ce du point S pat rapport à la conique, qui peut se 
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mesurer sur Tune de ces perpendiculaires (75), est égale à 
la longueur de la tangente menée du point S au cercle abcd. 

Supposons maintenant que Ton ait une conique fixe et 
que les points A, B, C, D soient les points d'intersection 
des côtés de Tangle S avec la conique pour une position de 
cet angle tournant autour du point S. Pour chaque position 
de l'angle, le cercle correspondant sera un cercle par rap- 
port auquel le point S a une puissance et une polaire don- 
nées, savoir : la puissance orthoptique et la polaire du 
point S par rapport à la conique fixe, c'est-à-dire que le 
cercle ne variera pas et que pour toutes les positions de 
l'angle S, le lieu des points a, i, c, d sera un cercle coupant 
orthogonalement le cercle décrit du point S comme centre 
avec un rayon égal à la puissance du point S par rapport à 
la conique, c. q. f. d. 

De plus, Taxe radical de ces deux cercles, qui est la po- 
laire du point S par rapport au cercle abcd^ sera aussi sa 
polaire par rapport à la conique, et le cercle ahcd aura avec 
la conique deux cordes communes passant par le point S et 
respectivement perpendiculaires sur ses asymptotes. 

Si une conique est donnée par cinq points, il suffira pour 
construire ce cercle de faire passer par le point S les côtés 
indéfinis d'un angle droit *, on en cherchera les points d'in- 
tersection avec la conique par l'une des méthodes connues, 
et Ion abaissera sur les quatre cordes ainsi obtenues des 
perpendiculaires, dont les pieds seront sur le cercle cher- 
ché et le détermineront amplement ( ^ ) . 

77. La puissance orthoptique d'un point par rapport à 
une conique étant ainsi parfaitement définie par plusieurs 
propriétés du cercle harmouiquemeut inscrit correspon- 
dant dont ce point est le centre, et sa puissance le rayon-, 
étudions la puissance d'un point par rapport à toutes les 



(') Ce cercle n'est pas toujours réel, et il est facile de voir que lorsque le 
points est sur le cercle orthoptique de la conique, il se réduit à un points 
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coniques d'un faisceau ponctuel. Si Ton considère deux 
courbes de ce faisceau, un point donné aura généralement 
des puissances différentes par rapport à elles, et Ton peut 
chercher le lieu des points d'égale puissance qui sera alors 
la même pour toutes les coniques du faisceau (67). Ce lieu 
est une courbe qui passe par les quatre points d'intersection 
des deux premières, puisque ces points ont par rapport aux 



qui est le pied de la perpendiculaire abaissée da point S ^fig* i4) sur la 
polaire de ce point. Par auite, il sera réel lorsque le point S sera dans 
Tune des deux régions du plan' dont le eercle orthoptique est la limite et 
imaginaire dans Tautre. Si la conique est une ellipse, il sera réel pour tous 

Fig. 14. 




les points intérieurs au cercle orthoptique. SI c'est une hyperbole, pour toutf 
les points extérieurs. Si c'est une parabole, pour tous les points situé» du 
même côté de la directrice que la courbe. 11 en résulte que, le cercle orthop- 
tique étant imaginaire lorsque Tangle des asymptotes est plus grand qu'un 
angle droit, il sera toujours réel dans ce cas. La construction que nous en 
avons donnée est toujours applicable quand il est réel. S'il est imaginaire» 
il est facile d'en construire le centre, lequel est toujours réel, et de trou- 
ver la valeur géométrique du rayon. En effet, supposons que la courbe soit 
une hyperbole et abaissons du point donné S des perpendiculaires sur les 
asymptotes OA, OB de la courbe; elles déterminent dans la courbe et dans 
le cercle deux cordes communes (76 ) dont les points milieux G et H sont 
les mêmes que ceux des cordes AB, CD déterminées dans les asymptotes ; 
si par ces points on mène des perpendiculaires à ces cordes, on aura le 
centre I du cercle en leur point d'intersection, qui est évidemment Le mi- 
lieu de la droite BD : d'où il résulte que BD est parallèle au diamètre con- 
jugué de la droite qui joint le centre G de la courbe au centre 1 du cercle; 
mais le point G est le point de rencontre des hauteurs du triangle SBD, 
donc SG est perpendiculaire sur BD; de sorte que si par le point G on 
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deux coniques une puissance nulle, et il ne saurait être 
autre que Thyperbole équilatère qui passe par ces quatre 
points, car le cercle qui a pour centre un point du lieu, et 
pour rayon la puissance correspondante, étant harmonique- 
ment circonscrit à toutes les courbes du faisceau, et par 
conséquent à cette hyperbole équilatère, a nécessairement 
son centre sur cette courbe (66). 

mène une perpendiculaire k OS, le 4iamètre cQnjufpié 01 ù,e cette perpen- 
diculaire passera par le centre du cercle ; dans le cas de la parabole, ce 
point sera toujours sur Taxe. D'ailleurs, il est aussi sur la perpendiculaire 
abaissée du point S sur la polaire de ce point (76); il est donc déterminé. 
Quant au rayon, il est clair que, pour une même conique et lorsque le 
point S varie, il est proportionnel à la longueur de la tangente menée de 
ce point au cercle orthoptique, puisqu'il est nul en même temps qu'elle. 
Or il est facile de trouver la proportion, car si la courbe est par exemple 
une ellipse et qu'on prenne le point S au ce(itre, le rayon du cercl? çor* 

Fig, i5. 
B 




respoQdant e^t égal à OP {Jîg* i3), la j)uissance géométrique du point O 
par rapport au cercle orthoptique est BC = ^à* ■+- ô* ; ce rapport constant 

est donc géométriquement ^779 arithmétiquement — r 7;; par suite, pour 

un poipt quelconque S situ^ en dehors du cercle orthoptique, le rayon 

ah ,—— 

imaginaire sera égal à / —^ 7^ yj — 1, / étant la longueur de la tang^ente 

menée de ce point au cercle orthoptique. Pour une hyperbole et pour un 
point intérieur à ce cercle, le rayon serait / -r rrv' — >> l étant l'ordon- 

née de la sphère dont ce cercle serait un grand cercle. Pour la parabole, le 

rayon «st égal à >J2p4, d étant la distance du point à la directrice. 

Remarquons enfin que, si le point S est sur la courbe, le cercle correspon- 
dant est tangent à la courbe en ce point et a pour diamètre le segment de la 
normale compris entre ce poiqt et le point fixe par où passent toutes les 
cordes de la courbe vues du point S sous un angle droit. Si, dans le même 
cas, la courbe est une hyperbole équilatère, il se réduit à la tangente à la 
courbe en ce point. 
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On peut donc dire que : 

TnéoRÈME. — ^ Le lieu des points d'égale puissance par 
rapport à deux courbes d'un faisceau ponctuel est l' hy- 
perbole équilatère du faisceau. Elle est aussi la même 
par rapport à toutes les courbes du faisceau, 
. Chacun des points de l'hyperbole équiUtère est donc le 
centre d'un cercle harmoniquement inscrit à toutes les 
courbes du faisceau, et il n'y en a pas ailleurs. Ce sont, du 
reste, les cercles du système tangentiel du troisième ordre 
contravariant du faisceau considéré (70); on peut donc 
énoncer le théorème autrement, et dire : 

Théouème. — Ze lieu des centres des cercles d'un sys- 
tème tangentiel du troisième ordre est l'hyperbole é^ui- 
latère harmoniquement circonscrite à quatre d'entre eux. 

78. Assujettir une conique à avoir par rapport à un 
point donné une certaine puissance, c'est dire qu'elle est 
harmoniquement circonscrite au cercle dont ce point est 
le centre et dont le rayon est la puissance donnée. 

La puissance d'un point équivaut donc à une condition 
ponctuelle (69) ; toutes les coniques qui ont par rapport à 
quatre points donnés des puissances données forment 
donc un faisceau ponctue] et ont quatre points com- 
muns (17). C'est ce qui résulte également de Ce que nous 
venons de voir, car toutes ces courbes devront se couper 
sur l'hyperbole équilatère qui passe par les quatre 
points (77). 

On aurait donc à déterminer les n points communs aux 
coniques passant par 4 — ^ points donnés et par rapport 
auxquelles on connaît les puissances de n points. Nous 
n'insisterons pas sur ces problèmes qui sont analogues à 
ceux que nous avons déjà résolus (11, 13, 15) à propos 
des couples de points conjugués communs. Pour iz = i, 
nous résoudrons d'ailleurs le problème général, dans le 
cas où la conique harmoniquement inscrite est quel- 
conque (113). 
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79. Théorème. — Lorsqu'une conique varie en pas* 
sont par quatre points fixes, le cercle lieu des pieds des 
perpendiculaires abaissées d'un point donné sur les 
cordes de la conique vues de ce point sous un angle 
droit varie en passant par deux points fixes. 

Crf si M est l'un des points d'intersection de deux de 
ces cercles, la perpendiculaire à SM menée par le point M 
interceptera dans les deux coniques correspondantes des 
cordes vues du point donné sous un angle droit \ donc ce 
point sera le sommet de Tinvolution déterminée sur cette 
droite par le faisceau de coniques considéré; donc toutes 
les autres cordes seront aussi vues du point M sous un 
angle droit, c. q. f. d. 

Si deux coniques sont données chacune par cinq points, 
on construira le cercle correspondant à chacune d'elles (76), 
et l'on aura ainsi leur axe radical. D'ailleurs cet axe radical 
est le cercle qui correspond à l'hyperbole équilatère du 
faisceau, car si par le point donné on mène deux parallèles 
à ses asymptotes, la corde interceptée est tout entière à 
l'infini, et par suite le pied de la perpendiculaire : le rayon 
du cercle devient alors infini. 

En général, l'axe radical ne passera pas par le point 
donné ; pour cela, il faudrait qu'il eût même puissance 
par rapport à tous les cercles et par suite (76) même puis- 
sance orthoptique par rapport à toutes les coniques du 
faisceau ; c'est-à-dire qu'il devra être sur l'hyperbole équi- 
latère du faisceau (77), qui sera ainsi le lieu des points 
tels que l'sixe radical résultant de chacun d'eux passe par 
le point dont il résulte. De plus, l'axe radical sera la tan- 
gente à l'hyperbole équilatère au point considéré, puisque 
le point est sur cette courbe (76). 

80. Passons ma^ltenant au réseau ponctuel. Nous avons 
vu (21 ) que les trois hyperboles équilatères qui passent 
par les points communs à trois coniques données prises 
deui^ à deux ont quatre points communs ; ces quatre 
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points auront par conséquent (77) même puis&ance par 
rapport à toutes les courbes du réseau ponctuel défini par 
ces trois coniques, et Ton peut dire : 

Théorème. — Hj" a quatre points qui ont même puis- 
sance par rapport à toutes les coniques d'un réseau ponc- 
tuel. Ce sont les sommets d'un triangle et le point de 
rencontre des hauteurs . 

Aussi ne sont-ils pa& distincts, car s'ils Tétaient, les 
coniques formeraient faisceau ponctuel (78)* Lia pi^is$ance 
de Tun d'eux peut aussi se déduire de celle des trois autres, 
car ils sont les centres des cercles qui appartiennent au 
réseau tangentiel contravariant du réseau considéré, et si 
Ton connaît trois de ces cercles, on connaît le centre du 
quatrième, et Ton sait qu'il appartient au réseau tangentiel 
défini par les trois premiers^ il est donc déterminé, et 
nous verrons plus loin le moyen d'en déterminer le 
rayon (99). On peut aussi énoncer comme il suit le théo- 
rème précédent : 

Théorème. — // existe dans un réseau tangentiel 
quatre cercles, dont les centres sont les sommets du fais- 
ceau ponctuel d'hyperboles équilatères appartenant au 
réseau ponctuel contravariant du réseau considéré. 

Et l'on voit qu'un réseau ponctuel peut aussi être con- 
sidéré comme l'ensemble des coniques par rapport aux- 
quelles trois points donnés ont des puissances données.. 

81 . Théorème. — Pour chaque conique d'un réseau 
ponctuel, le cercle lieu des pieds dés perpendiculaires 
abaissées d'un point fixe sur les cordes delà conique 
vues de ce . point sous un angle droit varie en coupant 
orthogonalement un cercle fixe. 

Tous les cercles analogues ont même centre radical : 
en effet, le réseau se compose . d'une infinité de faisceaux, 
dans chacun desquels tous les cercles analogues, corres- 
pondant au point donné S, ont même axe radical (79); si 
donc C, C, C" sont les trois, coniques qui déterminent le 
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réseau, les axes radicaux résultant des trois faisceaux for- 
més par ces courbes considérées deux à deux ont un 
point commun C, centre radical des cercles correspon- 
dant aux trois coniques C, C, C'^ Ce point sera aussi 
commun à tous les autres axes radicaux ^ car si nous con- 
sidérons dans le réseau le faisceau déterminé par un point 
quelconque P, c'est-à-dire par les points communs aux 
trois coniques P [C, C], P [C, C'] et P [C^ C] (18), les 
cercles correspondants aux deux premières passent respec- 
tivement par les points communs aux cercles correspon- 
dants aux coniques C, C et aux coniques C, C; donc leur 
axe radical, qui est celui du faisceau déterminé par le 
point P, passe aussi par le point C. 

Si le point S est un des points communs aux hyperboles 
équilatères du réseau, il sera lui-même le centre radical- 
commun, et dans chaque faisceau l'axe radical correspon- 
dant sera la tangente à l'hyperbole équilatère de ce fais- 
ceau ( 79 ) . 

82. Problème. — Déterminer parmi toutes les coni^ 
ques d' un faisceau ponctuel, celle par rapport à laquelle 
un point donné a une puissance donnée. 

Le faisceau étant déterminé par deux coniques dont on 
connaît cinq points, on construira l'axe radical des cercles 
correspondants, au moyen des cercles correspondants aux 
deux coniques. Cela posé, si les points A et B communs à 
tous ces cercles sont réels, il suffira, pour avoir le cercle 
correspondant à la conique cherchée, de trouver sur la 
droite des centres un point C tel, que la longueur CA soit 
égale à la puissance du point C par rapport au cercle 
ayant pour centre le point S donné et pour rayon la puis- 
sance donnée, problème élémentaire : le cercle décrit du 
point C comme centre avec CA pour rayon sera le cercle 
cherché. Dans tous les cas, que les points A et B soient ou 
ne soient pas réels, on obtiendra le centre du cercle cher- 
ché en décrivant un (iercle quelconque coupant orthogo- 
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nalement tous ceux du faisceau [A, B] et prenant le point 
d^ntersection de la droite des centres avec son axe radical 
avec le cercle S. Puisque le cercle cherché coupe ce der- 
nier orthogonalement, il est déterminé. Soit alors P un 
point quelconque de ce cercle, la perpendiculaire élevée 
sur SP au point P coupera la conique cherchée suivant 
deux points vus du point S sous un angle droit, et suivant 
deux points conjugués de Tinvolution déterminée sur cette 
droite par ses points d'intersection avec les deux coniques 
données ; ces deux points sont donc déterminés, car les 
'<ieux involutions dont ils forment le segment commun ne 
coïncideraient que si le point P coïncidait avec l'un des 
points A et B. 

Il est facile de voir que si le point S était sur Thyperbole 
équilatère du faisceau, la puissance donnée n'aurait pas 
d'influence. 

83. Problème. — Construire la conique d'un réseau 
ponctuel par rapport à laquelle deux points donnés ont 
des puissances données. 

Les conditions données étant ponctuelles, il suiE&ra de 
construire le faisceau déterminé dans le réseau par deux 
des trois coniques par rapport auxquelles un des points 
donnés a la puissance donnée et passant par les points 
d'intersection des trois coniques données prises deux à 
deux, et de construire dans ce faisceau la conique par rap- 
port à laquelle le second point donné a la puissance don- 
née (82). 

84. On pourrait ainsi multiplier à l'infini les problèmes, 
suivant que les conditions données sont des points, des 
couples de points conjugués, ou des puissances, donnés 
directement ou par les systèmes de courbes qui y satis- 
font. Les solutions seraient analogues à celles que nous 
connaissons déj«i, et ne seraient pas plus simples que celles 
que nous donnerons dans le cas général où la conique 
harmoniquement inscrite est quelconque. Nous avons 
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voulu indiquer le premier des deux problèmes précédents, 
parce que le problème général de la construction d'une 
conique harmoniquement circonscrite à cinq coniques 
données se ramène toujours finalement, comme . nous le 
verrons, à celle de la conique d'un certain faisceau ponctuel 
qui est harmoniquement circonscrite à une des cinq coni- 
ques données. Or, si Tunes d'elles est un cercle, le pro- 
blème pourra alors se ramener au premier des deux pro- 
blèn>es précédents, plus simple que le problème général, 
dans le cas où les deux cercles dont il exige la détermi-* 
nation sont réels. 

Il n'existe pas, en général, de point par rapport auquel 
toutes les coniques d'un système ponctuel du troisième 
ordre aient la même puissance. Cela tient à ce que toutes 
ces courbes sont harmoniquement circonscrites à deux 
coniques données, et, par suite, à toutes celles du faisceau 
tangentiel qui en résulte, lequel est contravariant du sys- 
tème considéré (7()). Or il n'y a pas, en général, de cercle 
dans un pareil système. 



CAS Ol] LA CONIQUE HARMONIQUEMENT CIRCONSCRITE 

EST UN CERCLE. 

8S. On peut toujours circonscrire à une conique une 
infinité de triangles ayant pour point de rencontre des 
hauteurs un point donné P -, nous avons vu que le cercle 
conjugué à l'un quelconque de ces triangles coupe ortho- 
gonalçment le cercle orthoptique de la conique (65)^ tous 
ces triangles ayant même point de rencontre des hauteurs, 
tous les cercles conjugués sont concentriques, et comme 
ils coupent orthogonalement un même cercle, il faut qu'ils 
coïncident ; d'où il suit que tous les triangles ont même 
puissance. Donc : 

Théorème, — Tous les triangles circonscrits à une 
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conique et ayant pour point de rencontre des hauteurs 
un point donné ont même puissance. 

Tous ces triangles forment une involution plane circu- 
laire. — Si le cercle triple est imaginaire, ce qui arrivera 
lorsque le point P sera à Tintérieur du cercle orthoptique, 
quelle que soit la nature de la courbe, et si, par son centre, 
on élève sur le plan de Finvolution une perpendiculaire 
égale à leur puissance géométrique, de Textrémîté de cette 
perpendiculaire on verra sous un angle trièdre trirectangle 
tous les triangles de Finvolution conjugués au cercle et 
circonscrits à la conique (3). C'est pourquoi, nous donne- 
rons le nom de puissance orthoptique de seconde espèce 
à cette longueur qui est fixe pour chaque point du plan et 
qui est la puissance commune de tous les triangles circon- 
scrits à la conique et dont ce point est le point de rencontre 
des hauteurs. 

Il en résulte comme plus haut (73) que : 

Si Von peut circonscrire à un cône du second degré 
les faces d'un angle trièdre trirectangle, on peut lui en 
circonscrire une infinité. 

Nous dirons alors que le cône est équilatère de seconde 
espèce. 



de la puissance orthoptique de seconde espèce 
d'un point par rapport a une conique. 

86. Ce qui précède la définit suffisamment : elle est 
égale à la longueur de la tangente menée du point consi- 
déré au cercle orthoptique. Elle est donc réelle pour tous 
les points extérieurs à ce cercle, nulle pour les points du 
cercle et imaginaire pour les points intérieurs. Dans ce 
dernier cas, sa longueur géométrique est égale à l'ordonnée 
de la sphère dont le cercle orthoptique serait un grand 
cercle (8S), et de tous les points de cette sphère on voit 
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la conique sous un cône équilatère de seconde espèce (85). 
Aussi donnerons-nous à cette sphère le nom de sphère 
orthoptique de la conique , et dirons-nous : 

La sphère orthoptique d'une conique est le lieu des 
points de V espace d'où l'on voit la courbe sous un cône 
équilatère de seconde espèce. 

Si la courbe est une parabole, le cercle orthoptique de- 
vient une droite, la directrice, et la sphère orthoptique se 
réduit à un plan, qui est le plan perpendiculaire au plan de 
la courbe et dont la trace est la directrice. 

D'où il suit que lorsqu'un triangle est circonscrit à une 
parabole, la directrice passe par le point de rencontre des 
hauteurs, puisqu'elle doit couper orthogonalement le cercle 
conjugué au triangle. 

87. Nous avons vu (40) que les cercles orthoptiques de 
toutes les coniques d'un faisceau tangentiel ont deux points 
communs, d'où l'on voit conséquemment sous un angle 
droit toutes les courbes du faisceau. Par suite, les sphères 
orthoptiques auront un cercle commun, perpendiculaire 
au plan du faisceau, et ce théorème peut s'énoncer ainsi : 

Théorème. — // existe un cercle, situé dans un plan 
perpendiculaire au plan du faisceau, et de tous les points 
duquel on voit sous un cône équilatère de seconde espèce 
toutes les coniques d'un faisceau tangentiel. 

Nous aurons à en faire usage dans ' les applications de 
cette théorie aux surfaces du second degré, et nous lui 
donnerons le nom de cercle orthoptique du faisceau. 

De la définition de la puissance orthoptique (86), il 
résulte qu'un point quelconque de l'axe radical commun 
aux cercles orthoptiques du faisceau a la même puissance 
par rapport à toutes les coniques du faisceau, réelle pour 
les points situés en dehors des deux points communs, ima- 
ginaire pour les autres, et égale alors à l'ordonnée corres- 
pondante du cercle orthoptique, ce qu'on peut énoncer 

comme il suit : 

6 
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Théorèiie. — Le lieu des points d'égale puissance 
orthoptùfue de seconde espèce par rapport à deux coni- 
ques est l'ajce radical de leurs cercles orihoptiques . Tous 
les points de cette droite ont aussi même puissance par 
rapport à toutes les courbes du faisceau tangentiel dé-' 
terminé par les deux premières. 

Si de chaque point de cette droite, on décrit un cercle 
avec la puissance commune pour rayon, ce cercle sera liar- 
moniquement circonscrit à toutes les courbes du faisceau, 
puisque celles-ci lui sont harmoniquement inscrites (66), 
de sorte que Von peut dire aussi (70) : 

X« lieu, des centres des cercles d'un système ponctuel 
du troisième ordre (qui est le système contravariant du 
faisceau considéré) est une droite. 

Tous ces cercles, étant orthogonaux à une série de cercles 
ayant même axe radical, ont eux-mêmes même axe radi- 
cal, qui est la droite des centres des premiers, ce qui n'est 
pas étonnant, la condition d'être un cercle étant une con- 
dition ponctuelle double (17), et, par suite, les cercles 
d'un système ponctuel du troisième ordre devant donner 
lieu à un faisceau ponctuel. 

Les cercles orthoptiques ayant même axe radical, toutes 
les coniques du faisceau, qui leur sont respectivement 
concentriques, ont leur centre sur la droite des centres des 
cercles, ce qui démontre le théorème de Newton, savoir : 

Le Heu des centres des coniques tangentes à quatre 
droites e^ Une droite. 

Si le faisceau est donné par les quatre tangentes com- 
munes, on aura immédiatement cette droite, qui est la 
droite qui joint les milieux des diagonales, et Taxe radical 
des cercles orthoptiques sera celui des cercles ayant pour 
diamètres respectifs les trois diagonales {àO), Cet axe radi- 
cal, étant le cercle orthoptique qui se réduit à une droite, 
est évidemment la directrice de la parabole du faisceau, et 
passe conséquemmcnt par les points de rencontre des hau- 
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leurs des quatre triangles formés par les quatre tangentes 
considérées trois à trois (86), ce qui donne une nouvelle 
manière de le déterminer et conduit au théorème suivant : 

Les quatre points de rencontre des hauteurs des trian- 
gles formés par quatre droites considérées trois à trois 
sont en ligne droite ('). 

Ces quatre triangles donnent lieu à quatre cercles cir- 
conscrits, lesquels ont un point commun, savoir le foyer 
de la parabole tangente aux quatre droites, puisque le 
cercle circonscrit à un triangle circonscrit à une para- 
bole passe par le foyer. Il s'ensuit que les quatre points 
symétriques du point commun à ces quatre cercles par 
rapport aux quatre tangentes sont en ligne droite sur Taxe 
radical des cercles orthoptiques. 

Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle, la 
puissance du centre de la conique par rapport au cercle 
conjugué au triangle est égale k la somme des carrés des' 
demi-axes (65). Une conséquence immédiate ce cette pro- 
priété est le théorème de Steiner, savoir : 

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un 
triangle et dont la somme des carrés des axes est con- 
stante est un cercle concentrique^ au cercle conjugué au 
triangle et dont le rayon est ^*HhK*, p étant la puis- 
sance du triangle, et K* la somme des carrés des demi- 
axes. 

Pour K = o : 

Le lieu des centres des hyperboles équilatères inscrites 
dans un triangle est le cercle conjugué au triangle. 

Par conséquent, un faisceau tangentiel étant déterminé 
par les quatre tangentes communes, les quatre cercles con- 
jugués aux triangles formés par ces quatre droites consi- 
dérées trois à trois auront deux points communs sur la 



{*) Mention, Nouvelles Annales de Mathématiques, t. V, p. i3; i8/|G. 
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droite des centres, lesquels seront les centres des deux 
hyperboles équilatères du faisceau. Puisque ces quatre 
cercles font partie de la série des cercles orthogonaux aux 
cercles orthoptiques (^), leurs deux points communs 
sont les points conjugués communs aux seconds, points 
situés sur la droite des centres de ces derniers. 

S'ils sont réels, les points communs aux cercles orthop- 
tiques seront imaginaires et réciproquement : et, en effet, 
c'est qu'alors les deux hyperboles équilatères sont réelles, 
et elles ne peuvent être vues sous un angle droit que de 
leurs centres respectifs. Dans le même cas, le segment de 
la droite des centres compris entre ces deux points corres- 
pond aux hyperboles du faisceau dans lesquelles l'angle 
des asymptotes qui comprend la courbe est plus ouvert 
qu'un angle droit. 

88. Considérons maintenant un réseau tangentiel; on 
peut voir de plusieurs façons que les cercles orthoptiques 
de toutes les courbes du réseau ont même, centre radical. 
On pourrait d'abord faire un raisonnement analogue à 
celui que nous avons déjà fait pour une autre série de cer- 
cles (81). Indépendamment de cela, dans le réseau ponc- 
tuel contravariant du réseau considéré (70), il existe un 
cercle et un seul (20), et toutes les courbes du réseau tan- 
gentiel lui sont harmoniquement inscrites^ conséquem- 
ment, il coupe orthogonalement tous leurs cercles orthop- 
tiques (65) qui ont dès lors même centre, radical. Enfin, 
l'on peut dire encore que toutes les paraboles du réseau 
tangentiel ayant trois tangentes communes (54), leurs 
directrices auront un point commun (86), point de ren- 
contre des hauteurs du triangle des trois tangentes, qui 
aura dès lors même puissance orthoptique par rapport à 
toutes les courbes du réseau (87), puiscjne dans chaque 
faisceau du réseau, la directrice de la parabole correspon- 
dante est le lieu des points d'égale puissance. On peut 
donc dire que ; 
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TuÉORisME. — Il y a un point qui a même puissance 
par rapport à toutes les coniques d'un réseau tangentiel, 
ou que : 

Théorème. — Le centre du cercle du réseau ponctuel 
contra^ariant d'un réseau tangentiel est le point de ren^ 
contre des luiuteurs du triangle des trois tangentes com- 
munes à toutes les paraboles de ce dernier. 

Si Ton considère les sphères orthoptique» au lieu des 
cercles orthoptiques, il est évident qu'elles auront même 
axe radical, par conséquent : 

Théorème. — // existe dans l'espace deux points, 
réels ou imaginaires, d'où, l'on voit sous un cône équila^ 
tère de seconde espèce toutes les coniques d'un réseau 
tangentiel. 

Noos aurons à considérer ces deux points dans les appli- 
cations aux surfaces de second degré, et nous les appelle- 
rons sommets orthoptiques du réseau (*). 

Puisqu'il existe un cercle qui est harmoniquement cir- 
conscrit à toutes les courbes du réspau, le centre d'une quel- 
conque de ces courbes a pour puissance par rapport à ce 
cercle la somme des carrés des demi-axes de la courbe (65), 
c'est-à-dire que le théorème de Steiner, relatif à toutes les 
coniques inscrites dans un triangle, peut s'appliquer à 
toutes les courbes d'un réseau tangentiel, et l'on peut 
dire : 

Théorème. — Le lieu des centres des coniques d'un ré- 
seau tangentiel et dont la somme des carrés des axes est 



(') Ce théorème et celui qui est relatif au cercle ortlioptique d'un fais- 
ceau tangentiel (87), ne sont que des cas particuliers de théorèmes plus 
généraux, relatifs aux surfaces du second degré tangentes à sept et à huit 
plans, que nous avons publiés dans les Comptes rendus de ha Société philo- 
mathique de Paris (journal l'Instituty 20 décembre i865), et que M. P. Ser- 
rel n'a pas dédaigné de s'approprier, malgré nos justes réclamations (G<?'o- 
métric de direction, p. 122 et 126; 1869). — Voir également le Rapport 
sur les progrès de la Géométrie (Chables, p. 370; 1870). 
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constante est un cercle concentrique au cercle harmoni- 
quement circonscrit à toutes ces courbes, et dont le rayon 

est ylp^ 4- K% p étant le rayon de ce dernier cercle et K* 
la somme des carrés des demi-axes ( * ) . 

En particulier, pour K = o : 

Théorème. — Le lieu des centres des hyperboles équi-. 
latères d'un réseau tangentiel est le cercle du réseau 
ponctuel contrav^ariant . 

Ce cercle est par conséquent concentrique avec le cercle 
conjugué au triangle des trois tangentes communes aux pa- 
raboles du réseau, mais il ne coïncidera pas généralement 
avec lui, comme on pourrait le croire en remarquant que 
ce triangle, étant circonscrit à une infinité de coniques du 
réseau, la puissance de son point de rencontre des hauteurs 
par rapport à ces coniques doit être précisément la puis- 
sance du triangle (85). Ce raisonnement tombe de lui- 
même si Ton réfléchit que la puissance orthoptique de se- 
conde espèce d'un point -par rapport à une parabole est 
infinie si le point est ailleurs que sur la directrice, indé- 
terminée dans le cas contraire. C'est la même chose qui 
arrive pour la puissance orthoptique de première espèce 
d'un point par rapport à une hyperbole équilatère selon 
qu'il est ou qu'il n'est pas sur cette courbe, aussi n'arrive- 
t-il pas généralement que l'un des points communs aux 
hyperboles équilatères d'un réseau ponctuel ait pour puis- 
sance commune par rapport à toutes les coniques du réseau 
la puissance du triangle des trois autres dont il est le point 
de rencontre des hauteurs. 

89. Problème. — Construire une conique d'un fais- 
ceau tangentiel, connaissant la puissance d'un point. 

On construira les cercles orthoptiques des deux coniques 



(') M. p. Serret a énoncé, dans sa Géométrie de direction^ p. i55, 1869, 
cette généralisation du théorème de Steiner. 
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qui déterminent le fkiàc^eau, et le cercle orthoptique de la 
conique cherchée sera celui qui a même axe radical que les 
deux premiers (40) et qui coupe à angle droit le cercle 
ayant pour centre le point donné et la puissance donnée 
pour rayon. Ce cercle une fois déterminé, d'un point du 
cercle on mènera des tangentes aux coniques données, les- 
quelles détermineront un faisceau en involution linéaire 
dont les rayons conjugués rectangulaires seront tangents à 
la conique cherchée. 

90. Problème. — Construire la conique d'un réseau 
tangentiel, par rapport à laquelle deux points donnés 
ont des puissances données. 

On ne peut pas se donner par rapport à une conique les 
puissances de seconde espèce de quatre points, car trois 
d'entre elles déterminent le cercle orthoptique, et les puis- 
sances de tous les autres points du plan en résultent. Néan- 
moins, la puissance d'un point est une condition tangen- 
tielle, car si Ton se donne trois de ces conditions, et une 
tangente, cette tangente donne lieu a un rectangle inscrit 
dans le cercle orthoptique qui est déterminé par les trois 
premières conditions, et circonscrit à la courbe cherchée. 
Toutes les courbes satisfaisant aux conditions données for- 
ment donc faisceau tangentiel, ce qui est le caractère de la 
condition tangentielle (48). Pour résoudre le problème 
cherché, il suffira donc de construire deux des trois coni- 
ques admettant les mêmes tangentes que trois des coniques 
du réseau donné, considérées deux à deux, et par rapport 
auxquelles Tun des points donnés ait la puissance donnée. 
Elles détermineront un faisceau dans lequel la conique 
cherchée aura par rapport au second point la puissance 
donnée (89). 

9i . Nous avons vu (40) que la condition tangentieïïe la 
plus générale donne lieu à beaucoup de cas particuliers. On 
pourrait d'après cela varier à Tinfini la nature des pro- 
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blêmes relatifs à ce sujet, et chercher la solution particu- 
lière correspondante à chaque cas. Toutes ces solutions 
rentreront dans la solution générale du problème qui con- 
siste à construire la conique harmoniquement inscrite à 
cinq coniques données. 
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EXAMEN DES CINQ CAS DANS LESQUELS DEUX SYSTÈMES 
PEUVENT ÊTRE CONTRA VARIANTS. 



92. Nous avons vu (70) comme conséquence d'un théo- 
rème général, que Ton peut considérer de cinq manières 
distinctes deux systèmes d'espèces différentes , tels . que 
toutes les coniques du système ponctuel sont harmonique- 
ment circonscrites à celles du système tangentiel, et réci- 
proquement, celles du 'second système sont harmonîque- 
ment inscrites à toutes celles du premier : n gI n étant les 
ordres des deux systèmes, on a n-h«' = 4î îl suffit pour 
obtenir chacun des cas de faire varier /i ou «' de o à 4« Jus- 
qu'à présent, nous n'avons étudié que les cas particuliers 
où les coniques harmoniquement circonscrites ou inscrites 
sont un système de deux points ou de deux droites, ou 
bien des cercles; nous allons maintenant aborder le cas 
général. 

« 
Premier cas. — Une conique harmoniquement circon- 
scrite à toutes les courbes d'un système tangentiel du 
quatrième ordre. 

93. Dans ce cas, la conique doit être considérée comme 
formant système ponctuel d'ordre zéi'o, et nous disons que 
toutes les coniques du système tangentiel sont en involu- 
tion (70), parce qu'il suffît qu'une conique soit inscrite 
dans l'un quelconque des triangles de l'involution plane 
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dont la conique donnée est. la conique triple pour qu'elle 
fasse partie du système. Ce système présente d'ailleurs des 
analogies frappantes avec le système des segments conju- 
gués à un segment fixe, c'est-à-dire formant une involution 
linéaire^ car c'est l'ensemble des coniques harmonique- 
ment inscrites à une conique fixe. De plus, si cette conique 
est un cercle, il coupe orthogonalement les cercles orthop- 
tiques de toutes les courbes du système tangentiel (85), de 
même que dans l'involution linéaire, le cercle ayant pour 
diamètre le segment des points doubles, coupe orthogona- 
lement les cercles ayant pour diamètres tous les autres 
segments : dans le même cas, le centre du cercle a même 
puissance de seconde espèce par rapport aux courbes du 
système (85), propriété analogue à celle du centre de l'in- 
volution linéaire ; enfin, si c'est un cercle imaginaire, il y 
a deux points d'où l'on voit toutes les courbes du système 
sous un cône équilatère de seconde espèce (85), propriété 
analogue A celle des deux sommets de l'involution linéaire. 
Dans l'involution linéaire, on peut construire un segment 
quelconque lorsqu'on en connaît deux ; ici nous pourrons 
construire une conique quelconque, lorsque nous en con- 
naîtrons cinq ; c'est ce que nous a appris l'étude du sys- 
tème tangentiel du quatrième ordre (64). Enfin la con- 
struction de la conique triple revient à rechercher la 
conique harmoniquement circonscrite à cinq coniques 
données, problème dont nous donnerons la solution ulté- 
rieurement (118). La condition géométrique à laquelle sa- 
tisfont toutes les coniques d'un système tangentiel du qua- 
trième ordre, et dont nous avons prouvé implicitement 
l'existence (64), est donc d'être harmoniquement inscrites 
à une conique donnée; et comme il n'arrive pas générale- 
ment que cette conique soit un système de deux droites, 
nous n'avions pas découvert cette condition à un moment 
où nous n'examinions que le cas où les conditions tan- 
gentielles étaient des couples de droites conjuguées, ou, 
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ce qui revient au même) des coniques harmoniquement 
circonscrites réduites à deux droites. De même, un 
système de deux points conjugués à une conique peut 
être regardé comme conique harmoniquement inscrite ré- 
duite a deux points. Ces deux remarques sont fondamen- 
tales dans cette théorie. Si, par exemple, on veut construire 
une conique du système qui nous occupe réduite à deux 
points, il suffira de prendre deux points conjugués à la co- 
nique triple ; et si les deux points coïncident, il suffira de 
prendre un point de cette courbe ( ^ ) . Un cercle du système 
s'obtiendra en prenant arbitrairement le centre et pour 
rayon la puissance de première espèce du point choisi par 
rapport à la conique triple ] réciproquement, tous les cercles 
ainsi construits avec une même conique font partie d'un 
système tangentiel du quatrième ordre. 

94. Des remarques également importantes, et sur les- 
quelles il n'est pas inutile d'insister, sont les suivantes : 

i^ Une parabole harmoniquement inscrite à ime co-' 
nique admet ses asymptotes pour couple de droites conju- 
guées. 

2° Lorsqu'une hyperbole équilatère et un cercle sont 
conjugués réciproques , celle des deux courbes qui est 
harmoniquement circonscrite passe par le centre de 
l'autre. 

3° Corrélativement, lorsqu'un foyer d'une conique est 
sur le cercle orthoptique d'une autre et que ces deux coni- 
ques sont conjuguées réciproques, celle des deux qui est 
harmoniquement inscrite est tangente à la polaire de ce 
point par rapport à l'autre. 

Il en résulte que toutes les paraboles d'un système tan*- 
gentiel du quatrième ordre, lesquelles forment un système 



(*) C'est ce que M. Smith démontre analytiquement {Proceedings, p. 91), 
après avoir également fait les remarques géométriques d'où nous dédui- 
sons cette propriété ( p. 89, art. 3 }. 
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taiigentiel du troisième ordre, admettent pour couple de 
droites conjuguées les asymptotes de la conique triple. 

Si, parmi les courbes du système, on considère celles 
qui ont pour foyer un point donné, elles forment un réseau 
tangentiel, puisqu'elles satisfont à trois conditions tangen- 
tielles ; mais si le foyer est sur le cercle orthoptique de la 
conique triple, en vertu de la troisième remarque, ce ré- 
seau est particulier, car toutes les courbes ont une tangente 
commune, savoir la polaire du point considéré par rapport 
à la conique triple. 

Si Ton considère toutes les courbes du système qui sont 
vues d'un point donné sous un angle droit, elles forment 
un système du troisième ordre. 

Si ce point est un foyer de la conique triple, en vertu de 
la même remarque, ce système est particulier, car toutes ses 
courbes ont une tangente commune, qui est la directrice 
correspondante. 

Nous avons vu que si la conique triple est un cercle, le 
système est particulier, et la condition à laquelle satisfont 
ses courbes est la puissance de seconde espèce d'un point ; 
tous les cercles orthoptiques ont même centre radical, ce 
qui n'a lieu généralement que pour un réseau tangentiel. 
En particulier, cette puissance peut être nulle ^ ces cercles 
ont alors un point commun. En vertu de la seconde remar- 
que, le cercle est dans tous les cas le lieu des centres des 
hyperboles équilatères du système. 

Si c'est une hyperbole équilatèrc, un point quelconque 
ne peut plus être pris pour centre d*un cercle du système, 
puisqu'on ne peut pas inscrire dans l'hyperbole un triangle 
dont elle ne renferme pas le point de rencontre des hau- 
teurs, et, en vertu de la même remarque, le lieu de leurs 
centres est l'hyperbole équilatère elle-même : le centre 
étant choisi, le rayon est alors indéterminé. 

Si elle est réduite à deux droites confondues, les courbes 
du système auront une tangente commune. 
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Deuxième cas. — Un faisceau ponctuel contravariant 
d'un système tangentiel du troisième ordre. 

95. Dans ce cas, les trois couples de droites conjuguées 
aux courbes du second système (60) sont précisément les 
trois couples formant coniques du premier (93), de telle 
sorte que la recherche des trois couples de droites conju- 
guées à quatre coniques données n'est autre que la recher- 
che des points communs à deux autres coniques harmoni- 
quement circonscrites aux premières : elle n'est pas pos- 
sible linéairement (*). 

Si c'est le système ponctuel qui est donné, on en con- 
clura le second en construisant quatre coniques quelcon- 
ques harmoniquement inscrites à deux coniques du pre- 
mier ^ par exemple, quatre systèmes de deux points, en 
coupant par quatre droites quelconques les deux coniques 
données ; si c'est le second, le premier sera déterminé par 
deux coniques quelconques harmoniquement circonscrites 
à quatre coniques du second : nous résoudrons ces pro- 
blèmes plus loin. 

Une droite quelconque coupe les courbes du premier 
faisceau suivant des points en involution linéaire, ce qui 
prouve qu'il y a sur une droite quelconque deux points 
réels ou imaginaires ibrmant conique du second. Si la 
droite passe par l'un des points communs aux courbes du 
premier, les deux points conjugués communs à ces courbes, 
situés sur elles, se confondent. Il y a donc quatre points, 
réels ou imaginaires, qui forment individuellement conique 
du second système *, ce sont les quatre points communs aux 
trois couples de droites conjuguées (*). 

L'hyperbole équilatère du faisceau ponctuel est le lieu 



(*) SuiTR, ProceedingSy P- 9^« 
(*) Ibid., p. g-i. 
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des cmitres des cercles du second , lesquels satisfont à 
quatre conditions, mais ne forment pas système, car la con- 
dition d'être un cercle est une condition ponctuelle dou- 
ble (17). 

Toutes les paraboles du second système forment un ré- 
seau dont deux conditions déterminantes sont deux couples 
de droites conjuguées, savoir les asymptotes de deux des 
coniques du premier, et la troisième une tangente com- 
mune à Tinfini (94). 

96. S*il y a un cercle dans le faisceau ponctuel, une des 
conditions déterminantes du second système est la puis- 
sance d'un point. Ce cercle est alors le lieu des centres des 
hyperboles équilatères de ce système (94). S'il y en a deux, 
c'est-à-Hlire si c'est un faisceau ponctuel de cercles, les deux 
conditions sont les puissances de deux points^ les cercles 
orthoptiques du second système ont par suite même axe ra- 
dical, et le lieu des centres des coniques de ce système est 
une droite. A chaque centre correspond une infinité de 
coniques ayant toutes même cercle orthoptique^ les centres 
des hyperboles équilatères sont les deux points communs 
aux cercles du faisceau ponctuel. 

Si le faisceau ponctuel est un faisceau d'hyperboles 
équilatères, un cercle du second ne peut avoir son centre 
qu'en un de leurs points communs (94), et ce centre étant 
choisi, le rayon du cercle demeure indéterminé \ cela ar- 
rive lorsque les trois couples de droites conjuguées sont 
rectangulaires. 

Le faisceau ponctuel peut se composer de toutes les cour- 
bes formées par une droite fixe et une droite variable pas- 
sant par un point fixe. Les courbes du second sont alors 
conjuguées à deux couples ^de droites dans lesquelles une 
même droite fait partie des deux couples ; il faut alors né- 
cessairement que le point fixe soit par rapport à elles le pôle 
de la droite fixe. 

Il peut se faire que deux des droites formant conique du 
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faisceau ponctuel coïncident, et que celui-ci se compose de 
toutes les coniques tangentes à deux droites données eu des 
points donnés. Les courbes du second système sont alors 
tangentes à cette droite qui détermine les points de contact 
des courbes du premier. Si cette droite unique, formant 
couple de droites conjuguées, c$t parallèle à Tune des bis- 
sectrices de l'autre couple, auquel cas il y a un cercle dans 
le faisceau ponctuel, les deux conditions déterminant le 
second système sont alors une tangente et la puissance 
d'un poîn( (93). Si les droites SA, SB {Jig- i6) joignent le 
point S aux points circulaires de Tinfîni^ les courbes du 

Fig. i6. Fi(r. 17. Fig. 18. 
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faisceau ponctuel ont le point S pour foyer et la droite AB 
pour directrice correspondante^ celles du second système 
sont tangentes à la droite AB {Jig- 17) et vues du point S 
sous un angle droit. 

S'il arrive également que deux autres droites coïncident, 
les courbes du second système admettent alors deux tan* 
gentes communes {fig* t8) et les courbes du premier sont 
tous les couples de rayons conjugués du faisceau en invo- 
lution linéaire dont les deux droites restantes sont les 
rayons doubles. Ce$ deux droites peuvent joindre un point 
donné aux points circulaires de l'infini, alors les courbes 
du second système ont pour foyer un point donné, et celles 
du premier sont tous les couples de droites rectangulaires 
issues de ce point. 

Si l'une des tangentes communes est à l'infini, on a un 
système de paraboles. 
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Troisième cas. — Un réseau ponctuel contravariant d'un 

réseau tangentiel, 

97. Ce cas est le plus symétrique et donne lieu dans 
chaque système à des propriétés corrélatives, puisque les 
deux systèmes sont du même ordre. La Cayleyenne du ré- 
seau ponctuel est Tenveloppe des droites sur lesquelles se 
trouvent deux points conjugués communs à toutes les 
courbes du réseau (i9), et ces deux points forment une co- 
nique harmoniquement inscrite à toutes ces courbes (93), 
par conséquent le lieu de ces points conjugués est le lieu 
des coniques du réseau tangentiel contravariant réduites à 
deux points, c'est-à-dire précisément la Hessienne de ce 
second réseau (51). Ainsi Ton peut énoncer ce théorème : 

Théorème. — Lorsque deux réseaux sont contraua^ 
riants, la Cayleyenne du réseau ponctuel est V enveloppe 
des coniques du réseau réduites à deux droites, et la 
Hessienne du réseau tangentiel est le lieu dqs coniques 
du réseau réduites à deux points. La seconde courbe 
peut aussi être considérée comme le lieu des couples de 
points conjugués communs à toutes les coniques du pre- 
mier réseau, et la première comme V enveloppe des cou- 
ples de droites conjuguées communes à toutes les coni- 
ques du second. 

98. Soient P et P' (fig* 1 9 ) deux points conjugués de la 
Hessienne : de même que sur chaque tangente de la Cay- 
leyenne il y a deux points conjugués aux coniques du pre- 
mier réseau, de chaque point de la Hessienne partent deux 
droites conjuguées à celles de second. Soient P'aA, P'crf, et 
Pac,PMles deux couples issus des points P et P': d'après 
le théorème de Hesse (10), si ces deux couples se coupent 
en a, A, c, rf, les droites arf, bc seront aussi deux tangentes 
conjuguées de la Cayleyenne, et leur point d'intersection Q 
sera par suite sur la Hessienne. Si l'on applique la règle 
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donnée (50) pour déterminer le point Q' conjugué de Q, 
l'on voit qu'il faut joindre QP', tracer sa conjuguée har- 
monique par rapport au couple P', de même pour le cou- 
ple P, ce qui donne le troisième point d'intersection de la 

Fig. 19. 
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droite PP' et de la Hessienne. De plus, si Ton joint le 
point P à deux points conjugués quelconques R et R', les 
droites PR, PR' sont conjuguées harmoniques par rapport 
aux droites Pac, Pirf (51). Si le point R' s'approche indé- 
finiment sur la courbe du point P' conjugué de P, le point R 
s'approche indéfiniment du point P, et la droite PR, tan- 
gente alors en P à la Hessienne, est la conjuguée harmo- 
nique de PP' par rapport au couple Pac, Pirf; c'est-à-dire 
la droite PQ. De même la tangente en P^ est la droite P'Q. 
Ce qui permet d'énoncer les théorèmes suivants : 

Théorème. — Les tangentes à la Hessienne en deux 
points conjugués se coupent en un point de la courbe, qui 
est le conjugué du troisième point d'intersection auec la 
courbe de la droite qui joint les deux points consi- 
dérés (*). 

(*) Hesse, Uber Curven dritten Ordnung {Crelle's Journal, t. XXXVI) et 
Cremo^a, Introdnzione, etc. y p. 108. C'est au moyen de ce théorème que 
Hesse démontre que toute courbe du troisième degré peut être considérée 
de trois façons difierentes comme la Hessienne d'un réseau, car d'un point 
de la courbe on peut lui mener quatre tangentes, dont les points de con- 
tact peuvent être combinés deux à deux de trois manières différentes pour 

7 
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Corrélativement : 

Théorème. — Les points de contact de deux tangentes 
conjuguées de la Cajlejenne sont situés sur une. troi- 
sième tangente, qui est la conjuguée de la troisième tan- 
gente que Von peut mener à la courbe par le point de 
rencontre des deux tangentes considérées. 

Théorème. — La tangente en un point de la Hes~ 
sienne est la droite conjuguée harmonique par rappoi^ 
aux deux droites conjuguées qui se coupent en ce point 
de celle qui joint le point considéré à son conjugué. 

Corrélativement : 

Théorème. — Le point de contact d'une tangente de 
ta Cajlejenne est conjugué harmonique par rapport aux 
deux points conjugués situés sur elle, de celui oii elle 
rencontre sa conjuguée ( * ) . 

Si nous considérons une tangente quelconque PP' de la 
Cayleyenne, il résulte d'un théorème précédent (97) que 
deux de ses points d'intersection avec la Hessienne sont les 
points P et P' situés sur elle, conjugués communs à toutes 
les courbes du réseau ponctuel. Le troisième point d'inter- 
section est évidemment le point où elle rencontre la se- 
conde tangente de la Cayleyenne, qui forme avec çllc co- 
nique du réseau ponctuel et qui est sa conjuguée, puisque 
la Hessienne est le lieu des centres des systèmes de deux 
droites formant coniques du premier réseau (51), ce qui 
prouve que la droite conjuguée de PP' la coupe au point Q' 
conjugué de Q. Donc : 

Théorème. — Les trois points d'intersection d'une tan- 



former un couple de points conjBgués, lequel peut alors servir à détermi- 
ner tous les autres si la courbe est décrite. Si elle ne l'est pas, nous avons 
donné le moyen de la décrire, étant connus trois couples (19). Enfin l'on 
voit par là que si la courbe est déterminée par neuf points, la recherche 
de leurs conjugués sera un problème du troisième dejré et ne sera pas de 
nature h en simplifier la construction. 

f *) Cavlev, a Memoir on curves of the third ordery p. /pj. 
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gente à la Cayleyenne auec la Hessienne sont les points 
conjugués communs au premier réseau situés sur elle, et 
le point oit elle rencontre sa conjuguée. 

Corrélativement : 

Théorème. — Les trois tangentes à la Cayleyenne is- 
sues d'un point de la Hessienne sont les droites conju- 
guées communes au second réseau qui se coupent en ce 
point, et la droite qui joint ce point à son conjugué ( * ) , 

Ces deux théorèmes complètent les deux précédents et 
font voir que sur chaque tangente à la Cayleyenne il y a 
quatre points en proportion harmonique, les deux points 
conjugués, le troisième point d'intersection avec la Hes- 
sienne et le point de contact. De même pour les quatre 
droites corrélatives issues de chaque point de la Hes- 
sienne. 

U est facile de construire autrement le point de contact 
d'une tangente de la Cayleyenne, et d'une façon plus 
commode si les deux points conjugués situés sur elle sont 
imaginaires. Considérons en effet la droite PP' qui joint le 
point P à son conjugué P' -, cette tangente rencontre sa 
conjuguée en un certain point Q ', et ces deux droites for- 
mant conique du réseau ponctuel doivent couper la tan- 
gente PArf en deux points conjugués harmoniques par rap- 
port aux deux points conjugués situés sur elle (19); l'un 
de ces points étant le point P, l'autre sera le conjugué har- 
monique de P par rapport à ces deux points, c'est-à-dire le 
point de contact. Donc : 

Théorème. — On peut obtenir le point de contact 
d'une tangente Vbd de la Cayleyenne en cherchant le 
point P oh elle rencontre sa conjuguée, et joignant ce 
point à son conjugué P' par une droite PP' dont la con- 
juguée rencontre la tangente considérée au point de con- 
tact. 



(^) Cremoma, introdugione, etc., p. 109. 
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Corrélativement : 

Théorème. — On peut obtenir la tangente en un 
point P de la Hessienne en joignant ce point à son con- 
jugué V par une droite qui rencontre sa conjuguée en 
un certain point Q' dont le conjugué est sur la tangente 
cherchée. 

Ce procédé sert lorsque les deux droites conjuguées is- 
sues du point P sont imaginaires. 

99. Si Ton construit les points P' et Q' conjugués de 
deux points donnés P et Q de la Hessienne, on obtiendra 
un quadrilatère dont les deux autres sommets R et R' ap- 
partiendront également à la Hessienne d'après le théorème 
de Hesse, mais l'un d'eux est sur la droite PQ qui joint les 
deux points donnés. L'on peut donc dire que : 

Théorème. — Si trois points de la Hessienne sont en 
ligne droite, leurs points conjugués forment un triangle 
dont les trois côtés passent respectis^ement par ces trois 
points (*). 

Corrélativement : 

Théorème. — Si trois tangentes de la Cajlejenne 
passent par un même point, leurs conjuguées forment un 
triangle dont les sommets sont situés respectivement sur 
ces trois droites. 

Enfin il est évident que si l'on considère un faisceau 
quelconque faisant partie du réseau ponctuel, les six 
cordes communes aux coniques du faisceau seront tan- 
gentes à la Cayleyenne, et les sommets du triangle conju- 
gué commun seront sur la Hessienne. De môme, si l'on 
considère un faisceau du réseau tangentiel, les six ombilics 
communs aux coniques du faisceau seront sur la Hessienne 
et les côtés du triangle conjugué commun seront tangents à 
la Cayleyenne. 

Les détails qui précèdent suffisent pour faire l'épure et 

(*) Hesse, Vber Curuen drittcn Ordnung^ et Crehona, Introdiizione, etc., 
p. 109. 
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construire les deux courbes lorsqu'on en connaît les élé- 
ments, qui sont au nombre de neuf, points de Tune, ou 
tangentes de Tautre, ou élémenls mêlés, car Tune des 
courbes entraine Tautre. Par exemple, trois couples de 
points conjugués, déterminant le réseau ponctuel;, fournis- 
sent six points de la Hessienne et trois tangentes de la Cay- 
leyenne. Trois couples de droites conjuguées, déterminant 
le réseau tangentiel, fournissent immédiatement six tan- 
gentes de la Cayleyenne et trois points de la Hessienne (*). 
Ces trois couples de droites forment trois coniques du ré- 
seau ponctuel, qui se trouve par là même déterminé. Mais 
on peut varier les données d'une infinité de manières, et 
nous verrons tout à l'heure quelles sont celles que nous 
avons trouvé le plus commode de choisir pour l'exécution 
de l'épure (P/.//). 

Si, par exemple, l'on se donne le quadrilatère des quatre 
tangentes communes aux courbes d'un faisceau du réseau 
tangentiel, les extrémités d'une même diagonale seront sur 
la Hessienne ^ on en connaît donc six points, mais qui n'en 
forment que quatre distincts (10)^ de même, on connaît 
trois tangentes de la Cayleyenne, dont l'une résulte des 
deux autres, et qui sont les diagonales du quadrilatère ^ on 
se donne donc en tout six conditions. De même pour le 
quadrilatère des quatre points communs aux courbes d'un 
faisceau du réseau ponctueL 



(*) On peut se demander comment il se fait qu'il ne faille que neuf con- 
ditions pour déterminer l'un des systèmes et l'autre qui en résulte, puisqu'il 
faut trois coniques pour déterminer l'un d'eux. Mais il faut remarquer que 
chacune de ces courbes est soumise à une indétermination du second ordre, 
ce qui réduit à trois le nombre des conditions qui la déterminent isolé- 
ment. En général, un système d'ordre n est déterminé par n -+- i coniques 
dont l'indétermination est d'ordre n ; il faudra donc, pour la connaissance 
complète du système 5(/i-+-0"""(""^0o"C^ — «)(«-+- i) condition:». 
Comme vérification, pour ii = o ou n = 4 on doit trouver 5; pour n =^ i 
ou t = 3 on doit trouver le même nombre; cnlin, pour a =■ 2 on doit 
trouver 9 ; c'e&t en effet ce qui a lieu. 
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100. Si Ton coupe la Hessienne par une droite quelcon- 
que, on obtient le théorème suivant : 

Théorème. — // existe sur une droite quelconque trois 
points tels que chacun d'eux est un des points doubles de 
l'inuolution linéaire déterminée par une certaine droite 
passant par ce point dans toutes les coniques d'un réseau 
ponctuel. 

Ou encore : 

Tels que de chacun d'eux on peut mener à toutes les 
coniques d'un réseau tangentiel des tangentes formant 
un faisceau en im^lution linéaire. 

Corrélativement : 

THÉoRisME. — Par un point quelconque du plan passent 
trois droites, telles que chacune d'elles est un des rayons 
doubles du faisceau en im^olution linéaire obtenu en me^ 
nant par un certain point de cette droite des tangentes à 
toutes les coniques d'un réseau tangentiel. 

Ou encore : 

Telles que chacune d'elles coupe, suivant une im^olu-* 
tion linéaire, toutes les coniques d'un réseau ponctuel. 

Si, dans le premier énoncé, l'on suppose la droite à Tin- 
fini, il devient : 

Théorème. — Hjo. trois droites qui déterminent dans 
toutes les coniques d'un réseau ponctuel des cordes ayant 
même point milieu. Ce sont les directions asymptotiques 
de la Hessienne, et les couples de tangentes parallèles à 
l'une de ces directions, menées aux courbes du réseau 
tangentiel, forment un faisceau en immolation linéaire. 

Les trois points d'intersection d'une droite quelconque 
avec la Hessienne sont les points où elle rencontre les trois 
autres tangentes communes à toutes les courbes du réseau 
tangentiel, qui sont tangentes à la droite considérée. Par 
suite : 

Théorème. — Les directions asjtnptoiiques de la Hes^ 
sienne sont données par les trois tangentes communes aux 
paraboles du réseau tangentiel. 
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Les asymptotes elles-mêmes se détermineront par le pro- 
cédé général qui donne la tangente en un point quelcon- 
que (98). 

101 . Les données qui précisent le plus nettement la 
forme d'une courbe sont en général ses directions asympto- 
tiques, et comme ici leur détermination linéaire n'est p«s 
possible lorsque l'on se donne, par exemple, trois couples 
de points ou trois couples de droites conjugués, nous nous 
sommes donné, pour exécuter Vépure {PL II) (*), le trian- 
gle des trois tangentes communes aux paraboles du réseau 
tangentiel, triangle qui forme avec la droite de l'infini le 
quadrilatère des tangentes communes aux courbes d'un 
faisceau du réseau et équivaut conséquemment h six con- 
ditions (99). Les six points de la Hessienne sont les trois 
sommets du triangle et les trois points situés à l'infini sur 
chaque côté, et les trois tangentes de la Cayleyenne sont 
les trois parallèles menées respectivement par chaque som- 
met au côté opposé. Pour compléter les neuf conditions 
nécessaires, nous nous sommes donné en outre un couple 
de points conjugués, ce qui fait deux points et une tangente. 
Le reste de Tépure s'en déduit facilement : le cercle du ré- 
seau ponctuel, par exemple, est le cercle qui a pour centre le 
point de rencontre des hauteurs du triangle des tangentes 
communes aux paraboles du réseau tangentiel (88), et qui 
coupe orthogonalement le cercle ayant pour diamètre le 
segment formé par le couple donné (20). De même, pour 
tous les éléments que l'on peut construire par la règle et le 
compas. 



(' ) Légende de la planche 11 : 

AB, BC, CA, Tangentes communes aux paraboles du réseau. 
Ag, B^, C^, Points de contact des deux courbes. 

Points d'inflexion de la Hessienne. 

Points de rebrousscment de la Cayleyenne. 

Angle de deux droites conjuguées. 

Segment formé par deux points conjugués. 



Ai 


> B,, 


c<, 


-V 


A 


c„ 
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i02. Il nous reste à parler de certains points ou tan- 
gentes singuliers de nos deux courbes. Nous avons vu (98) 
comment on trouve le point de contact d'une tangente à la 
Cayleyenne. Il s'ensuit que les deux courbes sont nécessai- 
rement tangentes, car la tangente à la Cayleyenne en un de 
leurs points communs M coupe la Hessienne en deux au- 
tres points A et 6. Si ce sont les deux points conjugués si- 
tués sur cette tangente, le point de contact M étant conju- 
gué harmonique du troisième point d'intersection M par 
rapport au couple A6, il faut que le point M coïncide avec 
Tun des points A et B, c'est-à-dire que la droite considérée 
soit tangente à la Hessienne au point M. Si les deux points 
conjugués communs situés sur la tangente considérée sont 
M et A, il faut que le point de contact M soit conjugué 
harmonique de B par rapport au couple MA, c'est-à-dire 
que M coïncide avec B, ce qui conduit au même résultat et 
fait voir qu'un point de contact des deux courbes est tel 
que la droite qui le joint à son conjugué, laquelle est la 
tangente commune, rencontre sa conjuguée précisément en 
ce point. Corrélativement, il ne peut pas y avoir de tan- 
gente commune aux deux courbes* pour laquelle les points 
de contact soient différents, et une tangente commune est 
telle que son point d'intersection avec sa conjuguée étant 
joint à son conjugué donne précisément la droite consi- 
dérée. 

La Cayleyenne étant du sixième degré, les deux courbes 
doivent avoir dix-huit points d'intersection, et conséquem- 
ment neuf points de contact, mais nous allons voir qu'il y 
en a toujours six qui sont imaginaires. 

De même, en effet, que la Hessienne a neuf points d'in- 
flexion dont six sont toujours imaginaires et les trois autres 
en ligne droite, la Cayleyenne a neuf points de rebrousse- 
ment dont six sont toujours imaginaires, et les trois autres 
tangentes de rebroussement ont un point commun. Consi- 
dérons alors un point de rebroussement réel M [fig* 20) et 
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la tangente en ce point ^ cette droite rencontre la Hes- 
sienne en trois points dont deux A et B sont conjugués et 
l'autre C est celui où elle rencontre sa conjuguée (98). 

Fig. 20. 




Mais le caractère du point de rebroussement est que, si la 
tangente en ce point roule infiniment peu sur la courbe, le 
point de contact reste toujours le même, et elle demeure 
tangente de rebroussement. Mais alors le point C vient en 
C, et la conjuguée de la tangente de rebroussement est la 
droite CC, c'est-à-dire la tangente en C à la Hessienne ; 
mais cette droite étant conjuguée de la tangente de rebrous- 
sement est aussi tangente à la Cayleyenne, c'est donc une 
tangente commune, et le point de contact commun est en C. 
Ainsi, à un point de rebroussement correspond un point 
de contact, et la droite qui les joint est la tangente de re- 
broussement correspondante. Il y a donc toujours six points 
de contact imaginaires. Corrélativement, chaque tangente 
commune passe par un point d'inflexion de la Hessienne, 
qui est le conjugué du point de contact, et sa conjuguée, 
qu'elle rencontre au point de contact, est la tangente de 
rebroussement correspondante. De telle sorte qu'un point 
de contact des deux courbes est toujours le point de contact 
avec la Hessienne d'une tangente menée à cette courbe par 
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le point d'inflexion correspondant, ou encore un des }>oints 
d'intersection avec la Cayleyenne de la tangente de re* 
broussement correspondante. On peut résumer ces pro- 
priétés par le théorème suivant : 

Théorème. — La Uessienne et la Cayleyenne de deux 
réseaux coniravariants ont neuf points de contact dont six 
sont toujours imaginaires. Les points d* inflexion, de con- 
tact et de rebroussement se correspondent. Une tangente 
de rebroussement pa^se par le point de contact correspon- 
dant, là elle rencontre sa conjuguée (jui est la tangente 
commune, laqMwlle passe par le point d' inflexion corres- 
pondant, qui est le conjugué du point de contact ( * ) . 

Fig. 2T. 




103. Soient A,, B,, C, {fiS' ^0 ^^* points d'inflexion 
qui sont en ligne droite, A^., B<., C^ les points de contact, 
et A^, B^, Cr les points de rebroussement. L'on voit ainsi 
que la droite A^A« est tangente de rebroussement, et la 



(*) M. Cremona démontre également que la Hessienne et la Cayleyenne 
sont tangentes entre elles aux neuf points conjugués des points d'inflexion 
de la Hessienne {IntrodiizionCf etc, p. 1 16). 11 traite très-élégamment toute 
cette théorie en considérant la Hessienne comme le lieu des centres des 
couples de droites formant conique polaire d'une courbe du troisième de- 
gré qu'il appelle la courbe fondamentale et la Cayleyenne comme l'enve* 
loppe des droites qui joignent deux points conjugués de la Hessienne; le ré- 
seau ponctuel intervient alors comme l'ensemble des coniques polaires de 
la courbe fondamentale : ainsi, il ne fait pas intervenir de réseau tangen- 
tiel. Toutefois, nous croyons, avec M. Smith {Proceedings, n^ 14, p. 93), 
que les relations qui existent entre deux réseaux contravariants offrent le 
moyen le plus naturel d'expliquer les propriétés remarquables dont jouis- 
sent ces deux courbes, l'une par rapport à l'autre. 
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droite A^A, tangente commune. Les trois points d'inflexion 
sont les trois points où la droite qui les joint rencontre les 
trois droites qui sont tangentes à toutes les coniques du 
réseau tangentiel admettant aussi la première pour tan*< 
gente commune (51). Cherchons ces trois droites : elles 
forment avec la droite d'inflexion un quadrilatère complet, 
dans lequel le sommet opposé à l'un des points d'inflexion 
est le conjugué de ce point (99) -, donc les trois autres som^ 
mets du quadrilatère complet sont A^^ Be, Ce (102), ce qui 
fait voir que non*seulement la tangente commune au point 
de contact A^ passe par le point d'inflexion A;, mais encore 
la droite 64.Cc qui joint les deux autres points de contact 
réels. Il y a donc trois couples particuliers de droites issus 
de chaque point d'inflexion : i*^les deux droites conju- 
guées issues de ce point comme de tout point de la Hes- 
sienne; 2° la droite d'inflexion A.BjCj- et la droite qui joint 
les points de contact qui ne correspondent pas au point 
d'inflexion considéré. Ces deux droites sont conjuguées 
harmoniques par rapport aux deux premières, puisqu'elles 
ne sont pas tangentes à une seule conique du réseau tan- 
gentiel, mais à toutes celles d'un faisceau ^ 3° la tangente 
commune au point de contact correspondant et la tangente 
d'inflexion à la Hessienne qui sont aussi conjuguées har- 
moniques par rapport au premier couple, puisque la tan- 
gente commune joint le point d'inflexion à son conju- 
gué (98). Enfin la droite d'inflexion et les côtés du triangle 
des trois points de contact forment les quatre tangentes 
communes d'un faisceau du réseau tangentiel. 

Corrélativement, il y a sur chaque tangente de rebrous- 
sement trois couples particuliers de points, qui sont : i^ les 
deux points conjugués situés sur cette tangente comme sur 
toutes les tangentes de la Cayleyenne -, 2° le point de ren- 
contre des tangentes de rebroussement et le point d'inter- 
section des deux tangentes communes qui ne correspondent 
pas a la tangente de rebroussement \ ces deux points sont 
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conjugués harmoniques par rapport aux deux premiers ; 
3° le point de contact correspondant et le point de rebrous- 
sement qui sont aussi conjugués harmoniques par rapport 
au premier couple (98). Enfin le point de rencontre des 
tangentes de rebroussement et les trois points de contact 
sont les sommets d'un faisceau du réseau ponctuel. L'exa- 
men de Tépure achèvera de rendre claires et précises ces 
remarquables propriétés. 

104. Le cercle du réseau ponctuel est le cercle ortho- 
gonal commun aux cercles orthoptiques de toutes les 
courbes du réseau tangentiel (88) ; ce qui est évident d'ail- 
leurs puisqu'il coupe orthogonalement les cercles ayant 
pour diamètres les segments dont les extrémités sont les 
couples de points conjugués communs aux courbes du pre- 
mier réseau, c'est-à-dire les cercles orthoptiques des coni- 
ques du second réduites à deux points. Cette propriété va 
nous fournir une construction simple de la conique con- 
juguée à cinq couples de droites, laquelle pourra rempla- 
cer au besoin la construction déjà simple donnée plus 
haut (47), parce qu'elle n'exige la construction d'aucune 
conique auxiliaire. 

105. Problème. — Construire la conique conjuguée à 
cinq couples de droites. 

Soient PiQi, PiQi,..., PsQs, les cinq couples donnés, 
et Si, Si,.., Ss, leurs sommets (41). Considérons les trois 
premiers, par exemple : ils donnent lieu à un réseau tan- 
gentiel et sur chacune des six droites Pi,Qi, Pî,Qj, P8,Q3, 
il y a deux points formant coniques du réseau (97)^ soient 
a et & les deux points situés sur Pi : nous savons aussi que 
Sa a et S^b sont conjuguées harmoniques par rapport au 
couple PjQt, et Ss^, S^b par rapport au couple PsQs- 
Donc les points a al h sont le^ points doubles de l'involu- 
tion linéaire déterminée par ces deux couples sur la droite 
Pi et peuvent se construire facilement : de môme pour cha- 
cune des cinq autres droites. Les cercles ayant pour dia- 
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inotres les six segmenta tels que ab auront même centre 
radical, centre du cercle du réseau ponctuel contravarianl 
du réseau tangentiel défini par les trois couples considérés, 
ce qui donne lieu à ce théorème de géométrie élémen- 
taire. 

Théorème. — Etant donnés trois couples de droites, 
chacune des six droites donne lieu à une im^olution li^ 
néaire, par ses points d'intersection av*ec les deux couples 
dont elle ne fait pas partie. Les six cercles ayant pour 
diamètres les segments formés par les points doubles de 
ces six inuolutions ont même centre radical. 

Et ce qui permet de construire au moyen de trois de ces 
cercles leur cercle orthogonal commun, qui est le cercle du 
réseau ponctuel et, par suite, harmoniquement circonscrit 
à la conique cherchée, laquelle fait partie du second. 

Si Ton agît de môme pour trois autres couples, par 
exemple PjQs, PjQs^ P*Q*7 on aura un second cercle, et 
ainsi de suite en les combinant trois à trois, de toutes les 
manières possibles dont le nombre est égal h dix. Ces dix 
cercles, comme le premier, sont harmoniquement circon- 
scrits à la conique cherchée ; ils ont donc même centre ra- 
dical, et leur cercle orthogonal commun, qui sera déter- 
miné par trois d'entre eux, sera le cercle orthoptique de la 
conique cherchée (86). On peut donc ainsi compléter le 
théorème précédent : 

Théorème. — Les dix cercles obtenus de cette manière 
en combinant trois à trois cinq couples quelconques ont 
aussi même centre radical. 

Enfin on pourra construire facilement les quatre tan- 
gentes de la conique, qui résultent du fait qu'elle appar- 
tient au faisceau tangentiel déterminé par le cercle orthop- 
tique et un des cinq couples donnés. Si l'on considère en 
effet le cercle tangent aux deux droites Pj et Qi, et coupant 
orthogonalemcnt le cercle orthoptique qu'on a construit, 
ce cercle est harmoniquement circonscrit à la conique (85), 
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par conséquent la conique est Tenveloppe des droites telles 
que, de leur pôle par rapport à ce cercle, on peut mener à 
elle et à ce cercle des tangentes en proportion harmoni- 
que (66). Mais puisque le cercle est tangent à P, et à Qi, 
qui sont conjuguées à ha conique, cette proportion a lieu 
pour les tangentes issues à ces deux courbes du point Si 
d'intersection de Pi et de Qi *, donc la polaire du point S| 
par rapport à ce cercle est tangente à la conique. 

106. Analysons le problème , et so\ent tracés les deux 
droites Pi et Qi {fig- aa) et le cercle orthoptique; soient 

Fîg. 11. 




Si A la bissectrice de T angle Pi Si Qi égal à 2 et et AB la per- 
pendiculaire abaissée du point O sur cette bissectrice -, soit 
(y le centre cherché sur Si A ^ on devra avoir 



SiO'sin*a = 00'— R*=:OA4-(SiO'— S|A)*— R*; 

OA — R* est le carré f* de la tangente menée du point A 
au cercle O. On aura alors 



SiO'cos*a— 2SiO'.SiA + S,A-|-f* = 0, 

d'où Ton tire pour Si O deux valeurs, symétriques par rap- 
port au point A', où la perpendiculaire élevée sur SiB au 
point B coupe la bissectrice, et faciles à construire. Ces va- 
leurs sont réelles si Ton a AB > t. Mais remarquons que 
ce que nous cherchons, c'est la polaire du point Si par 
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rapport à ce cercle, laquelle sera perpendiculaire à S] A^ et 

à une distance du point Si égale à SjCycos'a. 

On peut tout de suite tirer de la relation précédente les 

valeurs de SiO'cos'of, elles sont symétriques par rapport au 

point A et égales à S« A li: y Si A sin'a — t'cos*«. 

Ou aura ainsi les tangentes à la conique perpendicu- 
laires à la bissectrice Si A; les deux autres tangentes du 
faisceau tangentiel déterminé par le cercle orthoptique O 
et le couple Pi Qi seront les tangentes perpendiculaires à 
l'autre bissectrice^ elles forment un rectangle circonscrit à 
la courbe et inscrit conséquemment dans le cercle O, de 
sorte que les deux premières donneront immédiatement les 
deux autres, si elles rencontrent le cercle. Elles seront 
imaginaires, s'il n'y a pas de tangentes à la courbe perpen- 
diculaires à cette bissectrice, et la construction ne sera plus 
applicable \ mais nous avons cinq couples et par suite dix 
bissectrices; par suite, le cas où il n'y animait de tangentes 
parallèles à aucune de ces dix droites peut être considéré 
comme très-particulier. 

Cette solution, dont l'exposition a été longue, est néan- 
moins excessivement simple eu égard à la difficulté inhé- 
rente à la nature du problème ; on s'en assurera en faisant 
l'épure. 

Tous les problèmes déjà traités et ou la conique est as- 
sujettie à cinq conditions tangentielles données directement 
peuvent alors être considérés comme des cas particuliers 
du précédent. 

107. Revenons à nos deux réseaux contravariants. Nous 
avons vu que le cercle du premier coupe orthogonalemcnt 
les cercles ayant pour diamètres les segments formés pailles 
coniques du secojid réduites à deux points. Corrélative- 
ment, il y a une conique du second ayant pour foyer un 
point donné, et le cercle ayant son grand axe pour dia- 
mètre coupe orthogonalemcnt tous les cercles déduits du 
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point donné et des coniques du premier réduites à deux 
droites ainsi que nous l'avons expliqué (59). 

Nous avons vu aussi qu'il y a quatre cercles dans le se- 
cond (80) dont les centres sont les quatre points communs 
aux hyperboles équilatères du premier ^ ce sont les som- 
mets d'un triangle et le point de rencontre des hauteurs ^ 
ils sont harmoniquement inscrits à un même cercle qui est 
le cercle du premier réseau; donc ce dernier coupe ortho- 
gonalement leurs cercles orthoptiques (66) qui sont les 
quatre cercles respectivement concentriques et dont les 
rayons respectifs sont ceux des premiers multipliés par 
\/2 : ce qui donne le moyen de déduire le rayon d'un de 
ces quatre cercles de ceux des trois autres. Il suffira de dé- 
crire les cercles respectivement concentriques aux trois 
autres avec des rayons égaux aux premiers multipliés par 
\/2, et leur cercle orthogonal commun. Le cercle orthop- 
tique du cercle cherché devra couper ce dernier orthogo- 
nalement. Cette remarque nous sera particulièrement 
utile dans l'application aux surfaces du second degré. 

Corrélativement, il y a dans le premier réseau quatre 
coniques dont un point donné est le foyer, et les polaires 
du point donné par rapport à chacune d'elles, c'est-à-dire 
les directrices correspondantes, sont les quatre tangentes 
d'un faisceau tangenticl, dont le point donné est un som- 
met orthoptique (40). Enonçons le théorème : 

Théorème. — Il y a quatre coniques conjuguées à trois 
couples de points et ayant pour foyer un point F*, les 
quatre directrices correspondantes forment un quadrila- 
tère dont le point F est un sommet orthoptique. 

Le cercle du premier réseau est le lieu des centres des 
hyperboles équilatères du second^ corrélativement, la co- 
nique du second, qui a pour foyer un point donné, est l'en- 
veloppe des polaires de ce point par rapport aux courbes 
du premier qui sont vues de ce point sous un angle 
droit. 



\ 
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108. Telles sont les remarquables propriétés de ces 
deux systèmes de coniques 5 nous allons terminer leur ex- 
posé en faisant voir les analogies que chacun d'eux pré- 
sente, en effet, isolément (70) avec le système des segments 
formant une proportion harmonique sur une droite avec un 
segment fixe, c'est-à-dire avec Finvolution linéaire. 

Les propriétés de Tinvolution linéaire sont en effet les 
suivantes : 

1° Les segments formés par deux points conjugués quel- 
conques sont en proportion harmonique avec le segment 
fixe des deux points doubles ^ 

2*^ Les cercles décrits sur ces segments comme diamètres 
coupent orthogonalement le cercle ayant pour diamètre le 
segment des points doubles ; 

3*^ Le produit des distances du milieu de ce segment aux 
extrémités de tous les autres est constant 5 

4** Si les points doubles sont imaginaires, il y a deux 
points d'où Ton voit sous un angle droit tous les segments 
dont les extrémités sont deux points conjugués. 

Considérons d'abord les courbes du réseau ponctuel : 

i^ Toutes les courbes du réseau sont harmoniquement 
circonscrites à trois coniques fixes, coniques triples des in- 
volutions planes dont peuvent faire partie les triangles in- 
scrits dans les premières. Ces trois coniques en entraînent 
une infinité d'autres, formant réseau tangentiel, parmi les- 
quelles il y a quatre cercles -, 

2^ Un de ces quatre cercles, quelconque, coupe ortho- 
gonalement les cercles, lieux des pieds des perpendicu- 
laires abaissées de son centre sur les cordes de chaque co- 
nique vues de ce point sous un angle droit (76) 5 

3*^ La puissance de première espèce d'un quelconque de 
ces quatre centres par rapport à toutes les coniques du ré- 



seau est constante ; 



4® A chacun de ces cercles, s'il est imaginaire, corres- 

8 
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pondent deux points (qu'on obtient en élevant de part et 
d'autre du plan et au centre du cercle une perpendiculaire 
égale à la longueur géométrique de son rayon), d'où l'on 
voit toutes les courbes du réseau sous un cône équilatère de 
première espèce (73) (*). 

Les courbes du réseau tangentiel donnent lieu aux mêmes 
analogies : 

I ^ Toutes les courbes du réseau sont harmoniquement 
inscrites à trois coniques fixes, coniques triples des involu- 
tions planes dont peuvent faire partie les triangles circon- 
scrits aux premières. Ces trois coniques en entraînent une 
infinité d'autres, formant réseau ponctuel, parmi lesquelles 
il y a un cercle ^ 

2° Ce cercle coupe orthogonalement les cercles ortho- 
ptiques de toutes les courbes du réseau. 

3° La puissance de seconde espèce de son centre par 
rapport à toutes les courbes du réseau est constante ^ 

4° S'il est imaginaire, il y a deux points de l'espace d'où 
l'on voit toutes les courbes du réseau sous un cône équila- 
tère de seconde espèce (88). 

109. Nous allons examiner maintenant les cas particu- 
liers auxquels peut donner lieu ce système de courbes en 
involution. 



(*) Nous avons omis d'énoncer le théorème analogue relatif au faisceau 
ponctuel. Il est clair qu'alors il a lieu pour tous les points de l'hyperbole 
équilatère du faisceau et peut s'énoncer ainsi : 

Si, d'un pointf l'on voit sous un cène équilatère de première espèce tieux 
coniques d'un faisceau ponctuel ^ il en est de même de toutes les autres, 
(Comptes rendus de la Société Philomathique, journal Vinstituty 20 dé- 
cembre i865.) 

Nous aurons à revenir sur cette propriété remarquable, à propos du sys- 
tème de surfaces du second degré ayant huit points communs ; car, si l'on 
considère qu'un pareil système est coupé par un plan suivant un faisceau 
ponctuel de coniques, on voit qu'elle est complètement analogue au théo- 
rème de Desargues-Sturm relatif aux cordes interceptées par une droite 
dans les coniques d'un faisceau ponctuel. 
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S'il arrive que les courbes du premier réseau aient un 
point commun P, nous avons vu qu'alors la Cayleyenne se 
réduit à ce point et à une conique déterminée par tan- 
gentes (24). Ce point a évidemment même puissance de 
première espèce par rapport aux coniques du réseau et 
cette puissance est nulle. 

On peut donc dire qu'alors un des quatre cercles du se- 
cond réseau se réduit à son centre (80). Une droite quel- 
conque MP passant par le point a alors pour conjuguée une 
certaine tangente MQ de la conique (24) et ses trois points 
d'intersection avec la Hessienne sont le point M où elle 
rencontre sa conjuguée et les deux points conjugués situés 
sur elle (98), c'est-à-dire deux points confondus en P : il 
s'ensuit que la Hessienne a un point double en ce point, et 
il est facile de déterminer les tangentes aux deux branches 
de la courbe ^ car, pour que la droite MP soit tangente en 
ce point, il faut que le point M se confonde avec le point P, 
c'est-à-dire que la conjuguée de MP soit une des tangentes 
issues du point P à la conique (102), cette conjuguée est 
alors l'autre tangente. Les deux tangentes à la Hessienne 
au point P sont par conséquent les tangentes menées de ce 
point à la conique qui, avec le point P, constitue la Cay- 
leyenne. 

Corrélativement, si les courbes du second réseau ont une 
tangente commune, la Hessienne se réduit à cette droite et 
à une conique déterminée par points (S6). Cette droite 
étant tangente à toutes les courbes du réseau peut être re- 
gardée comme une conique réduite à deux droites confon- 
dues, harmoniquement circonscrite à ces courbes. Il existe 
donc alors dans le premier réseau une conique réduite à 
deux droites confondues, ce qui n'a pas lieu généralement. 
On verrait facilement, par un raisonnement analogue au 
précédent, que la tangente commune est tangente à deux 
branches de la Cayleyenne et que les deux points de con- 

8. 
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tact sont ses points d*intersectîon avec la conique qui con- 
stitue avec elle la Hessienne [PL III). 

Si la tangente commune est à l'infini, le second réseau 
ne renferme que des paraboles^ la Hessienne se compose 
d*une conique unique à distance finie, et la Cayleyenne a 
deux branches paraboliques dans les directions des asym- 
ptotes de cette conique : le premier réseau est l'ensemble 
des courbes ayant respectivement les mûmes asymptotes 
que toutes celles d*un faisceau ponctuel. Pour que les deux 
points de contact sur la droite de l'infini soient les points 
circulaires de l'infini, il faut en outre que les deux couples 
donnés soient rectangulaires (56)-, le premier réseau est 
alors l'ensemble des hyperboles équilatères ayant les mêmes 
asymptotes que toutes celles d'un faisceau ponctuel d'hy- 
perboles équilatères 5 la Hessienne est un cercle et la Cay- 
leyenne est doublement tangente à la droite de l'infini aux 
points circulaires : c'est l'hypocycloïde à trois rebrousse- 
meuts engendré par un point d'un cercle qui roule dans un 
autre de rayon triple ( * ) . 

HO. Si les courbes du premier réseau ont deux points 
communs A et B, la Cayleyenne se compose de ces deux 
points et d'un troisième point Q (25). D'ailleurs, la droite 
AB et une droite quelconque passant sur le point Q for- 
ment une conique du premier réseau ; c'est donc un couple 
de droites conjuguées aux courbes du second (93), ce qui 
ne saurait avoir lieu, quelle qu(î soit la droite menée par le 
point Q, à moins que ce point ne soit par rapport à elles le 
pôle de la droite AB. Le second réseau est donc l'ensemble 
des courbes par rapport auxquelles on connaît le pôle Q 
d'une droite x\B et un couple de droites conjuguées, car le 
premier réseau renferme aussi comme couple de droites 



(*) Cremona, Sur l'hypocycloïde à trois rebroussements {Journal de 
C relie- Borchardt, l. LXIV, p. loi). 
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deux droites passant respectivement par les points A et B 
et conjuguées au couple de points qui, avec les points A et 
B détermine ce système. De sorte qu'étant donnés le 
point Q et la droite AB ainsi qu'un couple de droites con- 
juguées pour déterminer le second, les deux points com- 
muns aux courbes du premier sont les points d'intersec- 
tion de la droite AB avec les deux droites du couple. La 
Hessienne se compose alors de la droite AB sur laquelle il 
y a une infinité de couples de points conjugués communs 
aux courbes du premier réseau, et d^une conique, lieu des 
couples de points conjugués relatifs aux droites issues du 
point Q. Cette conique est aussi le lieu des points de 
contact des tangentes issues du point Q aux courbes du 
premier réseau, et le point Q est par rapport à elle le pôle 
de la droite AB (25). 

Si les points A et B sont les points circulaires de l'infini, 
le premier réseau est l'ensemble des cercles qui coupent 
orthogonalement un même cercle, lequel forme alors avec 
la droite de l'infini la Hessienne, car il est le lieu des cou- 
ples de points conjugués relatifs aux droites issues du cen- 
tre radical commun. Ce cercle est aussi le cercle ayant pour 
diamètre le segment formé par l'un quelconque des couples 
de points conjugués, donc le cercle orthoptique d'une quel- 
conque des courbes du second réseau coïncide avec lui, et 
ce réseau est rensemble des courbes par rapport auxquelles 
on connait les puissances de seconde espèce de trois points, 
ce qui détermine le cercle orthoptique (85). Réciproque- 
ment, nous savons qu'en ellbt lorsque ce cercle est déter- 
miné, tous les cercles qui le coupent orthogonalement sont 
harmoniquement circonscrits à la conique. 

Corrélativement, si les courbes du second réseau ont 
deux tangentes communes, la Hessienne se compose de ces 
deux tangentes et d'une troisième droite D (57). D'ailleurs 
le point d'intersection des deux tangentes et un point quel- 
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conque situé sur la droite D forment une conique du ré- 
seau : c'est donc un couple de points conjugués aux coni- 
ques du premier, ce qui ne saurait avoir lieu, quel que soit 
le point pris sur la droite D, à moins que cette droite ne 
soit par rapport à elles la polaire du point d'intersection 
des deux tangentes communes. Le premier réseau est donc 
l'ensemble des courbes par rapport auxquelles on connaît 
la polaire d'un point et un couple de points conjugués. La 
Cayleyenne se compose alors du point d'intersection des 
deux tangentes et d'une conique, enveloppe des couples de 
droites conjuguées relatifs aux points de la droite D. Cette 
conique est aussi l'enveloppe des tangentes aux courbes du 
second réseau en leurs points d'intersection avec la droite 
D (57) et le point d'intersection des deux tangentes com- 
munes est par rapport à elles le pôle de la droite D. 

Si les deux tangentes communes sont les droites qui joi- 
gnent un point F aux points circulaires de Tinfini, le se- 
cond réseau est l'ensemble des coniques ayant pour foyer 
le point F et conjuguées à un couple de droites. La droite D 
subsiste toujours, et par corrélation, la conique Z^ qui avec 
le point F forme la Cayleyenne, a également ce point pour 
foyer, et de plus la droite D pour directrice correspon- 
dante. Eu outre, le cercle C ayant son grand axe pour dia- 
mètre coupe orthogonalement les cercles analogues de 
toutes les coniques du réseau (58). Les tangentes issues à 
la conique S d'un point quelconque de la droite D sont une 
conique du premier réseau réduite à deux droites, et c'est 
ce qui distingue ce cas du précédent (109), où. la Cay- 
leyenne se réduisait aussi à une conique et à un point, car 
alors sur deux droites formant conique du premier réseau, 
une passait par le point fixe et l'autre était tangente à la 
conique. Si l'on mène encore des tangentes à la conique £ 
d'un second point de la droite D, on obtiendra une seconde 
conique du premier réseau réduite à deux droites, laquelle, 
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par son intersection avec la première, donnera quatre points 
A, B, C, D, extrémités des cordes communes à un faisceau de 
coniques du premier réseau ; or il résulte des propriétés fo- 
cales que ces cordes sont vues du point F sous un angle droit; 
ie cercle C est donc le lîeu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du point F sur les cordes des courbes du premier 
réseau, cordes vues du point F sous un angle droit. Ce ré- 
seau est donc alors Tensemble des courbes par rapport aux- 
quelles on connaît le cercle analogue correspondant au 
point F, ce qui revient à donner la polaire d'un point et sa 
puissance de première espèce (76). 

111. La droite de l'infini n'est généralement pas tan- 
gente à la Cayleyenne. Si cela arrive, les courbes du réseau 
ponctuel sont respectivement homothétiques aux courbes 
d'un faisceau ponctuel, et alors les milieux des trois seg- 
ments formés par les trois couples de points conjugués sont 
en ligne droite (21); la conjuguée de la droite de l'infini, 
qui forme avec elle conique du réseau ponctuel, sera préci- 
sément celle qui joint les milieux des segments. Cette co- 
nique est aussi le cercle du réseau, car la droite qui joint 
les milieux des segments coupe à angle droit les cercles 
ayant ces segments pour diamètres. Comme elle doit aussi 
couper à angle droit les cercles orthoptiques de toutes les 
coniques du second réseau, il en résulte qu'alors ces cercles 
et par suite les coniques correspondantes ont leurs centres 
sur une môme droite : ce qu'on pouvait énoncer immédia- 
tement en remarquant que cette droite, formant avec la 
droite de Tinfini conique du premier réseau, forme avec 
elle un couple de droites conjuguées aux coniques du se- 
cond; donc celle de ces droites qui reste à distance finie 
passe par le centre de l'une quelconque de ces courbes. 
Des parallèles aux asymptotes de toutes les courbes du 
premier réseau formeront un faisceau en involution li- 
uéaire, dont les rayons doubles indiqueront la direction 
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des points conjugués communs situés à Tinfini. Ces deux 
directions et la droite, Heu des centres, seront conséqueni- 
ment les directions asjmptotiques de la Hessienne (98). La 
Cayleyenne aura une branche parabolique dans la direc- 
tion conjuguée harmonique de la troisième par rapport aux 
deux premières. Les hyperboles équilatères du premier ré- 
seau auront deux de leurs points communs à Tinfini dans 
les directions des deux rayons conjugués rectangulaires du 
faisceau en involution linéaire formé par les asymptotes 
des courbes de ce réseau. Il y aura donc deux des cercles 
du second tout entiers à Tinfini puisqu'ils n'ont pas leurs 
centres sur la droite des centres, et les deux autres points 
communs aux hyperboles équilatères du premier réseau, 
qui sont les centres des deux autres cercles du second, se- 
ront sur la droite des centres. 

112. Si les deux points conjugués conununs aux courbes 
du premier réseau, situés â l'infini, sont les points circu- 
laires de l'infini, toutes ces courbes sont des hyperboles 
équilatères. Quant ^u second, il peut être regardé comme 
défini par les points circulaires de l'infini, qui sont une co- 
nique du réseau réduite à deux points, et par deux coniques 
quelconques. Un couple quelconque de droites formant co- 
nique du premier est reotangulaire, et comme il est conjugué 
aux deux dernières coniques qui déterminent le second ré- 
seau, il faut nécessairement que son sommet soit foyer d'une 
conique du faisceau tangentiel défini par ces deux courbes, 
car les couples de tangentes issues de ce point aux courbes 
de ce faisceau, étant conjugués par rapport aux deux droites 
rectangulaires, il y a un de ces couples formé par les droites 
qui joignent ce point aux points circulaires de l'infini. La 
Hessienne, lieu des sommets de ces couples, ne diffère donc 
pas dans ce cas du lieu des foyers des courbes du faisceau 
tangentiel défini par les deux dernières coniques qui déter- 
minent le second réseau. On retombe ainsi par ce qui pré- 
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cède sur toutes les propriétés connues de la courbe, lieu 
des foyers des coniques tangentes à quatre droites [PL IV), 
D'.abord elle passe par les points circulaires de l'infini, qui 
sont deux points conjugués, ainsi que par les six sommets 
du quadrilatère des quatre tangentes, puisque deux som- 
mets opposés sont deux points conjugués ^ elle passe aussi 
par les pieds des hauteurs du triangle des diagonales, puis- 
qu'une diagonale et la hauteur correspondante forment 
deux droites conjuguées ( * ) . L'asymptote réelle est paral- 
lèle à la droite des centres (") (lH), et, si l'on se sert pour, 
la déterminer du procédé général qui donne la tangente à 
la Hessienne (99), on voit aisément qu'elle passe par le 
point symétrique par rapport à la droite des centres du 
foyer (f de la parabole tangente aux quatre droites (*). Car 
si l'on considère le point situé à l'infini, sur la droite des 
centres, ce point est sur la Hessienne, et les deux droites 
conjuguées issues de ce point sont la droite de l'infini sur 
laquelle les deux points conjugués sont les points circu- 
laires de l'infini et la droite des centres (lH). D'ailleurs 
la droite qui joint ce point à son conjugué est la parallèle 
à la droite des centres menée par le foyer de la parabole 
inscrite, car nous allons voir que deux points conjugués 
sont les deux foyers d'une même courbe tangente aux qua- 
tre droites, et la droite considérée joint le foyer de la para- 
bole situé à l'infini au foyer ç situé à distance finie. 
L'asymptote sera donc (99) la conjuguée harmonique de 
la dernière droite par rapport aux deux premières, c'est-à- 
dire la symétrique de la dernière par rapport à la/iroite des 
centres. De plus, il est évident que de chaque point de la 
courbe on voit les diagonales du quadrilatère des tangentes 



(*) Faure. 

{*) Cremona. 

(■) p. Serret, Géométrie de direction^ p. 198, 
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SOUS des angles ayant les mêmes bissectrices ( ^ ), puisque 
les droites issues d'un point de la Hessienne à deux points 
conjugués sont conjuguées harmoniques par rapport aux 
deux droites conjuguées issues de ce point (51). Ici ces der- 
nières seront donc leurs bissectrices, puisqu'elles sont rec- 
tangulaires. On peut généraliser ce résultat, et dire : 

Théorème. — De chaque point de la courbe lieu des 
fojers des coniques tangentes à quatre droites, on voit 
les deux foyers d'une de ces courbes, sous un angle va- 
riable, mais dont les bissectrices restent les mêmes. 

Il résulte en effet de ce qui précède que les droites qui 
joignent un point M de la Hessienne à deux points conju- 
gués ont pour bissectrices fixes les droites conjuguées is- 
sues de ce point : il ne reste plus qu'à démontrer que les 
deux foyers d'une même courbe sont deux points conju- 
gués 5 soient en effet F et F' ces deux points, l'angle des 
droites MF et MF' admet les mêmes bissectrices que l'angle 
des tangentes issues du point M à la courbe dont ils sont 
les foyers (*); or, la courbe considérée étant tangente aux 
quatre droites, ces deux tangentes sont conjuguées harmo- 
niques par rapport aux droites conjuguées issues du 
point M, c'est-à-dire que ces dernières sont leurs bissec- 
trices; donc, pour conclure le point F du point F', on 
joindra MF, on mènera la symétrique de cette droite par 
rapport aux droites conjuguées issues du point M *, un autre 
point M' donnera de même une autre droite lieu du point 
F', lequel sera ainsi déterminé par la construction identi- 
que à celle qui donne le conjugué du point F (Si)- Nous 
avons exécuté l'épure [PL If^) et nous avons également 
représenté la Cayleyenne qui est l'enveloppe des bissec- 
trices fixes. 



(*) SerreT) Géométrie de direction, p. 198. 
(') Cuasi.es, Sections coniques, p. 192. 
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On pourra ainsi énoncer sur la courbe Heu des foyers 
des coniques tangentes à quatre droites toutes les proprié- 
tés relatives aux deux courbes qui nous occupent en rem- 
plaçant la Cayleyenne par l'enveloppe des bissectrices 
fixes , deux points conjugués par deux foyers d'une même 
conique, et deux droites conjuguées par deux bissectrices 
correspondantes . 

Si le quadrilatère des quatre tangentes est circonscrip- 
tible à un même cercle, il y aura une des courbes du second 
faisceau dont les foyers seront confondus, ou deux points 
conjugués confondus. On tombe donc dans un cas parti- 
culier de celui où toutes les courbes du premier réseau 
ont un point commun (109), celui où elles sont en outre 
des hyperboles équilatères : le point commun résultant des 
deux points conjugués confondus sera le centre du cercle 
inscrit. On peut donc dire que : 

Théouème. — Lorsqiîun quadrilatère est circonscrip^ 
tible à un cercle, la courbe du troisième degré, lieu des 
foyers des coniques, inscrites dans le quadrilatère a un 
point double au centre du cercle. Les tangentes en ce 
point sont rectangulaires et sont les bissectrices fixes cor- 
respondant à ce point. 

Car ce sont deux droites conjuguées (24). La Cayleyenne 
se réduit à ce point par où passe une bissectrice de chaque 
couple et à une conique définie (24) enveloppe de l'autre 
bissectrice. 

Si le quadrilatère est formé des quatre tangentes com- 
munes à deux cercles, les extrémités de chaque diagonale 
formant couple de points conjugués, on voit facilement 
en joignant un de ces six points à deux points conjugués 
que les bissectrices fixes ont deux points communs qui sont 
les points où la droite des centres coupe le cercle C qui passe 
par les extrémités des deux diagonales perpendiculaires à 
cette droite. Les hyperboles équilatères qui constituent le 
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premier faisceau ont donc deux points communs, qui doi- 
vent être les centres des cercles du second (94)*, et en effet 
les centres de ces deux cercles sont les points où. le cercle C 
coupe la droite des centres. Le lieu des sommets des cou- 
ples est évidemment le cercle C, puisque ces couples sont 
rectangulaires et la droite des centres complète la Hes- 
sienne, lieu des foyers. Quant à la Cayleyenne, elle se ré- 
duit aux deux points communs aux courbes du premier 
réseau, et au point situé à Tinfini dans une direction per- 
pendiculaire à la droite qui les joint (25). 

113. Enfin si les deux points conjugués situés à Tinfini 
sont dans deux directions rectangulaires, tous les cercles 
ayant même axe radical, qui admettent deux des trois cou- 
ples qui déterminent le premier réseau, admettant aussi ce 
couple situé à Tinfini, font partie de ce réseau, et comme 
ils doivent couper orthogonalement tous les cercles ayant 
pour diamètres les segments formés par les couples de 
points conjugués, il en résulte que ce fait se présentera 
lorsque Ids cercles ayant pour diamètres les trois segments 
auront, non-seulement leurs centres en ligue droite comme 
précédemment, mais encore même axe radical. Les cercles 
ortlioptiques du réseau tangentiel auront donc même axe 
radical, et l'on peut dire qu'à un réseau ponctuel dans le- 
quel il y a deux cercles correspond un réseau tangentiel, 
dans lequel deux conditions déterminantes sont les puis- 
sances de deux points, ce qui n'a pas lieu généralement, 
puisqu'un seul point a même puissance par rapport aux 
courbes du réseau (88). En général, on connaît dans le se- 
cond réseau les puissances d'autant de points qu'il y a de 
cercles distincts dans le premier (110). 

114. Corrélativement, si, parmi les points de la Hes-r 
sienne, il y en a un tel que les deux droites conjuguées is- 
sues de ce point aillent aux points circulaires de l'infini, 
toutes les courbes du second réseau seront vues de ce point 
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SOUS un angle droit. El en effet, ces deux droites, qui for- 
ment conique du premier réseau, constituent un cercle de 
rayon nul : les cercles orthoptiques du second, qui le cou- 
pent orthogonalement, auront donc un point commun. Ce 
cas se présentera donc lorsqu'un des quatre cercles du pre- 
mier réseau aura son rayon nul. 

Il y a sur la Hessienne trois points pour lesquels les droites 
conjuguées sont rectangulaires, puisqu'il y a trois couples 
rectangulaires formant hyperbole équilatère du premier 
réseau^ il y aura dans le second réseau une infinité de co- 
niques ayant pour foyer l'un de ces points, ce qui n'a pas 
lieu pour tout autre point du plan (59). Ces coniques au- 
ront deux tangentes communes et formeront faisceau du 
réseau tangentiel, ce qui tient à ce que les trois cercles 
déduits de ce point et des trois couples de droites conju- 
guées qui déterminent le réseau, comme nous l'avons vu 
plus haut (59), ont même axe radical. 

H5. Le dernier cas qu'il reste à examiner est celui où 
les courbes du premier réseau ont trois points communs. Il 
est évident qu'alors toutes les coniques conjuguées au 
triangle des trois points appartiennent au second réseau, 
car les premières leur sont harmoniquement circonscrites, 
et comme c'est une condition triple , il n'y en a pas 
d'autre. 

Corrélativement, si les courbes du second ont trois tan- 
gentes communes, toutes les courbes du premier sont con- 
juguées au triangle de ces trois droites. L'ensemble des 
coniques conjuguées à un triangle peut donc être considéré 
soit comme un réseau ponctuel, soit comme un réseau tan- 
gentiel 5 il est facile de voir qu'en effet l'on peut choisir 
soit trois couples de points, soit trois couples de droites 
tels que toutes les coniques qui leur sont conjuguées soient 
conjuguées à un triangle donné. 

tl6. Nous résumerons cette discussion par le tableau 
suivant : 
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Conditions déterminant le réseau 
ponctuel. 

Cas général. — Trois couples quel- 
conques de points conjugués, ou les 
puissances de n points (n :< 3) et 
3 — n couples, ou trois coniques 
dont une peut être un cercle et deux 
des hyperboles équilatères. 

Cas particuliers. — Un point et 
deux couples. 

Une des trois coniques est réduite 
à une droite. 

Cette droite est & l'infini. 

Deux points et un couple. 

La polaire d'un point et un couple. 

Un couple est à l'infini. 

Les trois coniques sont des hyper- 
boles isquilatères. 
Deux des coniques sont des cercles. 

Les trois coniques sont des cercles. 
La puissance et la polaire d'un 
point. 
Trois points. 
Un triangle conjugué. 



Conditions déterminant le réseau 
tangentiel. 

Cas général, — Trois couples quel- 
conques de droites conjuguées^ ou la 
puissance d'un point et deux cou- 
ples, ou trois coniques dont deux 
peuvent être des paraboles. 

Une des trois coniques est un cer- 
cle de rayon nul. 
Une tangente et deux couples. 

Les trois coniques sont des para- 
boles. 

Le pôle d'une droite et un couple. 

Deux tangentes et un couple. 

Les trois coniques ont leurs cen- 
tres en ligne droite. 

Les trois couples sont rectangu- 
laires. 

Les puissances de deux points et 
un couple. 

Les puissances de trois points. 

Les trois coniques ont un foyer 
commun. 

Un triangle conjugué. 

Trois tangentes. 



Quatrième cas. — Un système ponctuel du troisième 
ordre et un faisceau tangentiel contrav^ariants , 

117. Les courbes du faisceau tangentiel ont alors quatre 
tangentes communes, et les trois couples de points formant 
coniques de ce faisceau sont précisément les trois couples 
de points conjugués aux courbes du premier (27). 

Si c'est le faisceau tangentiel qui est donné, on en con- 
clura le système ponctuel en construisant quatre coniques 
quelconques harmoniquement circonscrites à deux coni- 
ques du faisceau \ si c'est le système ponctuel, le faisceau 
sera déterminé par deux coniques quelconques liàrmoiii- 
quement inscrites à quatre coniques du système ponctuel ; 
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nous donnerons ultérieurement la solution de ces pro- 
blèmes. 

D'un point quelconque on peut mener aux courbes du 
faisceau tangentiel des tangentes formant un faisceau en 
involution linéaire, ce qui prouve que par un point quel- 
conque passent deux droites réelles ou imaginaires formant 
conique du système ponctuel. Si le point est sur Tune des 
tangentes conmiunes aux courbes du faisceau, les deux 
droites conjuguées communes à ces courbes passant par ce 
point se confondent*, il y a donc quatre droites, réelles ou 
imaginaires, qui forment individuellement conique du sys- 
tème ponctuel : ce sont les côtés du quadrilatère résultant 
des trois couples de points conjugués (27). 

Tous les cercles du système ponctuel satisfont à quatre 
conditions ponctuelles et ont même axe radical : d'ailleurs 
ils doivent passer par les centres des deux hyperboles équi- 
latères du faisceau (94, 2°) 5 ils forment donc la série ortho- 
gonale aux cercles orthoptiques du faisceau (87). 

La conique du faisceau qui est vue d'un point donné 
sous un angle droit est Tenveloppe des polaires du point 
par rapport aux courbes du système ponctuel qui ont ce 
point pour foyer (94, 3°). 

118. S'il y a un cercle dans le faisceau, une des condi- 
tions déterminantes du système ponctuel est la puissance 
d'un point. Toutes les hyperboles équilatères de ce sys- 
tème, qui forment réseau ponctuel, ont alors un point 
commun qui est le centre de ce cercle (94, 2°). S'il y en a 
deux, c'est-à-dire si les quatre tangentes communes aux 
courbes du faisceau sont les tangentes communes à deux 
cercles, les deux conditions déterminantes du système ponc- 
tuel sont les puissances de deux points et toutes les hyper- 
boles équilatères de ce système forment un réseau ponc- 
tuel à deux points communs (25) et dans lequel consé- 
quemment le point Q est à l'infini dans la direction per- 
pendiculaire à la droite des centres des deux cercles. 
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On ne peut pas supposer que les hyperboles équilatères 
du système tangentiel aient trois points communs, car elles 
en auraient un quatrième et formeraient faisceau ^ or elles 
forment reseau. Mais il peut arriver que toutes les courbes 
du systètnc soient des hyperboles équilatères ; alors deux 
couples de points conjugués communs de ce système ou, ce 
qui revient au même, deux sommets opposés du quadrila- 
tère des tangentes communes aux courbes du faisceau sont 
les points circulaires de l'infini; c'est-à-dire que ces der- 
nières sont homofocales, et les foyers communs sont les 
deux autres points réels, conjugués communs aux courbes 
du système ponctuel. 

11 n'y a généralement dans le premier système qu'un 
faisceau de cercles, lesquels déterminent les puissances de 
deux points par rapport aux courbes du second dont les 
cercles orthoptiques ont, en elï'et, même axe radical; s'il 
y en a trois et le réseau résultant, le cercle orthoptique 
d'une courbe quelconque du second système est déterminé, 
et Ton connaît de plus un couple de droites conjuguées. 
Nous avons appris (105) à déterminer les quatre tangentes 
résultantes; elles forment un quadrilatère rectangle, et ré- 
ciproquement toutes les coniques inscrites dans un rectan- 
gle sont harmoniquement inscrites à trois cercles distincts. 
S'il y a quatre cercles dans le premier système, il y a tous 
les cercles du plan, lesquels satisfont en effet à deux con- 
ditions ; le second se compose alors de tous les couples de 
points situés à l'infini dans des directions rectangulaires. 

Si dans un des couples de points formant coniques du 
faisceau tangentiel, les deux points coïncident, ce dernier 
se compose de toutes les coniques tangentes à deux droites 
données en des points donnés. C'est ce qui arrive lorsque 
les courbes du premier système ont un point commun, car 
il forme un couple de points conjugués confondus. Si cela a 
lieu également pour un autre couple de points, les courbes 
du premier svstème sont toutes celles qui passent par deux 
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points donnés, et celles du second sont tous les couples de 
points conjugués de Tinvolution linéaire dont ces deux 
points sont les points doubles. 

Si un même point fait partie de deux des couples de 
points conjugués aux courbes du système ponctuel, ce sys- 
tème se compose des courbes par rapport auxquelles ce 
point a pour polaire la droite qui joint ses conjugués dans 
les deux couples et le faisceau tangentiel de tous les cou- 
ples de points formés par celui-là et un point quelconque 
de la droite précédente. 

Enfin, si toutes les courbes du faisceau tangentiel sont les 
paraboles inscrites dans un triangle, celles du premier sont 
toutes celles sur lesquelles deux droites données intercep- 
tent respectivement des cordes ayant mêmes points mi- 
lieux. Tous les cercles de ce dernier sont alors les cercles 
concentriques ayant pour centre commun le point de ren- 
contre des hauteurs du triangle circonscrit aux para- 
boles. 

Cinquième cas. — Un système ponctuel du quatrième 
ordre dont toutes les courbes sont harmoniquement 
circonscrites à une même conique formant système tan- 
gentiel d'ordre zéro. 

H9. Si c'est le premier système qui est donné, la coni- 
que harmoniquement inscrite en résultera ainsi que nous 
le verrons plus loin (125)-, si c'est cette dernière, on con- 
struira facilement cinq coniques quelconques qui lui soient 
harmoniquement circonscrites et déterminent le premier 
système (34). 

Ce système renferme une infinité de couples de droites 
qui sont tous les couples de droites conjuguées à la conique 
triple, quatre hyperboles équilatères distinctes et le sys- 
tème ponctuel du troisième ordre résultant, et trois cercles 
distincts ainsi que le réseau ponctuel résultant. 

9 
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Par suite, ces hyperboles ne peuvent avoir qu'un point 
commun, c'est ce qui arrive lorsque la conique triple est un 
cercle; elles passent toutes par le centre (94, 2®). Si elles 
en avaient deux, elles formeraient réseau, ce qui est im- 
possible. Dans le cas où la conique triple est un cercle, la 
condition déterminante du premier système est la puissance 
d'un point. S'il y a cinq hyperboles équilatères, il en est 
de même de toutes les autres courbes du système, et la co- 
nique triple est formée par les deux points circulaires de 
l'infini. 

S'il y a quatre cercles, il y a tous les cercles du plan et 
une cinquième conique quelconque, et la conique triple est 
encore un couple de points qui sont les points doubles de 
l'involution linéaire déterminée sur la droite de l'infini par 
tous les cercles du plan et la cinquième conique. D'ailleurs 
il ne peut pas y avoir plus de quatre cercles distincts, 
puisque tous les cercles du plan ont deux points com- 
muns. 

Si la conique triple est une hyperbole équilatère, tous 
les cercles du système qui ont en général même centre radi- 
cal ont un point commun, centre de l'hyperbole (94, 2°), 
ce qui en est mi cas particulier. 

Nous avons vu (36) que l'on peut construire deux droites 
formant conique du système sans la notion de la conique 
triple en s'en donnant trois points A, B, C, d'où il résulte 
un quatrième point Q, et dans cette construction le point Q 
est le même quels que soient A et B sur la droite AB, parce 
qu'il est le pôle de cette droite par rapport à la conique 
triple. 

La condition à laquelle satisfont toutes les courbes du 
faisceau est donc d'être harmoniquement circonscrites à une 
conique fixe (36). 

120. Nous croyons maintenant qu'il sera toujours pos- 
sible, au moyen des détails qui précèdent, de déterminer le 
système contravariant d'un système donné ; il ne nous reste 
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plus qu'à donner les solutions de quelques problèmes, qui 
compléteront la théorie des coniques en involution. 

Remarquons d'abord que toutes les coniques qui passent 
par trois points et qui sont harmoniquement circonscrites à 
une conique donnée, satisfaisant à quatre conditions ponc- 
tuelles, passent par un quatrième point qu'il est facile de 
déterminer, car un des trois systèmes de deux droites for-* 
mant conique du faisceau ponctuel cherché se compose de 
la droite qui joint, deux des points donnés et de celle qui 
joint le troisième point au pôle par rapport à la conique 
donnée de la droite précédente. Les trois systèmes de deux 
droites ainsi obtenus passent par le point cherché, et Ton 
retombe en même temps sur ce théorème connu : 

Lorsque deux triangles sont réciproquement conjugués 
par rapport à une conique, ils sont homologiques. 

121 . Problèmes. — ^ Construire la conique passant par 
quatre points et harmoniquement circonscrite à une co- 
nique donnée C. 

i^ Si les quatre points sont donnés directement, la po- 
laire de l'un d'eux par rapport à la conique donnée coupera 
la conique cherchée suivant les points conjugués communs 
à deux involutions linéaires, dont l'une a pour points dou-* 
blés les points d'intersection de cette droite et de la coni- 
que donnée (66) et l'autre est déterminée par deux quel- 
conques des courbes qui passent par les quatre points 
donnés. 

2^ Si les quatre points sont communs à deux coniques 
déterminées, on coupera ces deux courbes par une droite 
quelconque sur laquelle elles donneront un couple de 
points conjugués à la conique cherchée. Ces deux points 
forment une conique harmoniquement inscrite à la conique 
cherchée (93) ^ il en est de même de la conique C (66)^ 
donc il en sera de même de toutes les coniques du faisceau 
tangentiel qu'elles déterminent (68) et en particulier des 
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couples de sommets opposés du quadrilatère obtenu en me- 
nant des deux points des tangentes à la conique C. La droite 
qui contient Tun de ces couples coupera conséquemment la 
conique cherchée en deux points connus, puisque ce sont 
les points conjugués communs à deux involutions linéaires 
dont Tune a pour points doubles ces deux sommets opposés 
et l'autre s'obtient au moyen des deux coniques détermi- 
nant les quatre points. 

122. Construire la conique passant par trois points et 
harmoniquement circonscrite à deux coniques données. 

Au moyen des trois points donnés et de chacune des co- 
niques, on déterminera successivement un quatrième, puis 
un cinquième point de la conique cherchée (120) (^). 

123. Construire la conique passant par deux points et 
harmoniquement circonscrite à trois coniques données: 

On cherchera les polaires de l'un des points par rapport 
à chacune des trois coniques \ l'une de ces droites coupera 
la conique cherchée et la conique correspondante suivant 
quatre points en proportion harmonique (66) ^ on aura 
donc ainsi trois couples de points conjugués et l'on retom- 
bera sur un problème précédent (14). 

124. Construire la conique passant par un point et 
harmoniquement circonscrite à quatre coniques don- 
nées. 

On cherchera les polaires du point par rapport aux 
quatre coniques, ce qui ramènera le problème à un pro- 
blème précédent (16). 

125. Construire la conique harmoniquement circon- 
scrite à cinq coniques données. 

On construira deux coniques harmoniquement circon- 
scrites à quatre des coniques données en s'en donnant 



(*) M. Smith a résolu ce problème de la même façon et a donné pour les 
trois suivants des solutions différentes {Proceedings, p. 87). 
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arbitrairement un point (124) ^ elles détermineront un 
iaisceau ponctuel dans lequel on construira la conique har- 
moniquement circonscrite à la cinquième (121). 

Une autre solution consistera à chercher cinq couples de 
points formant conique du système tangentiel défini par les 
cinq coniques données (64)-, ils seront conjugués à laco- 
nique cherchée et l'on sera ramené à un problème précé- 
dent (16) (105). 
e( Nous n'insisterons pas sur les problèmes corrélatifs dont 

les solutions seraient entièrement analogues. 
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BRIOT (Gh.), Professeur suppléant à la Faculté des Sciences. — Théorie 
mécanique de la Chaleur. In-8, avec fig. dans le texte ; 1 86g . 7 fr. 5o c. 

Le but de PAuteur a été d'exposer les principes fondamentaox de la Théorie 
mécanique de la Chaleur, en les déduisant des lois {;énérales de la Mécanique. 
L* Ouvrage est divisé en deux Parties, comprenant, Pune les phénomènes ther- 
miques Tpropremeni dits, Pautre les phénomènes électriques, 

GHASLES, Membre de l'Institut. — Les trois livres de Forismes d'EncIide, 

rétablis, pour la première fois, d'après la Notice et les Lemmes de Pappus, 
et conformément au sentiment de R. Simson sur la forme des énoncés 
de ces propositions. In-8, avec 269 figures; 1860 10 fr. 

GHASLES, Membre de l'Institut. — Traité des Sections coniques, faisant 

suite au Traité de Géométrie supérieure. Première Partie, In-8 avec 

5 planches gravées sur cuivre et contenant i34 figures; i865. ... 9 fr. 

La deuxième Partie, gui est sous presse, se vendra de même séparément, 

FLTE SâINTE-MâRIE, Capitaine d'Artillerie, ancien élève de l'École Poly- 
technique. — Études analytiques sur la théorie des parallèles. In-8, 
avec 8 planches ; 1871 5 fr. 

Ce travail se distingue pariiculièrement des Études géométriques de ÎKibsii-' 
tchewscky sur la même matière, par l'emploi des méthodes analytiques et par 
des développements qui établissent avec rigueur Pindépendance existant entre 
le poituleuum d^EucIide et les autres axiomes de la Géométrie. Un chapitre spé- 
cial est consacré à diverses applications do PAnalyse à la Géométrie non eucli" 
dienne ou imaginaire, et contient en outre Paperçudcs services que la Géométrie 
imaginaire peut être appelée à son tour à rendre à PAIgèbre et à PAnalyse. 

HOUSEL, ancien Élève de l'École Normale supérieure, Professeur de Mathé- 
matiques. — Introduction à la Géométne supérieure. In-8, avec 8 

planches ; i865 6 fr. 

Les the'ories de Pancienne Géométrie, telles que les expose le Traité de Le- 
gendre sont devenues insuffisantes pour résoudre une foule de questions que les 
élèves sont appelés à traiter. Le but de ce noiivel Ouvrage est d^exposer les 
méthodes modernes avec tous les développementa nécessaires. Pour cela, PA.u- 
leur n'a pu mieux faire que de prendre pour base de son travail le Traité de Géo- 
métrie supérieure de M. Chasle», en cherchant à vulgariser cet Ouvrage si impor- 
tant pour la science, mais qui n'a pas été écrit en vue des examens et des concours. 

PONGELET, Membre de l'Institut. — Traité des Propriétés projectives 
des figures. Ouvrage utile à ceux qui s'occupent des application^ de la 
Géométrie descriptive et d'opérations géométriques sur le terrain. 2' édi- 
tion, i865-i866; 7. beaux volumes in-4 d'environ 45o pages chacun, im- 
primés sur carré fin satiné, avec de nombreuses planches gravées sur 

cuivre. ." 4o fr . 

Le Tome II se vend séparément 20 fr. 

SERRET (Paul), Docteur es Sciences, Membre de la Société philomathique. 
— Géométrie de direction. Application des coordonnées poltédriqubs. 
Propriété de dix points de l* ellipsoïde , de neuf points d^une courbe gauche 
du quatrième ordre, de huit points d*une cubique gauche, In-8, avec 
figures dans le texte; 1869 10 fr. 

Dans cet important Ouvrage, Pétude analytique de% propriétés générales de 
courbes et des surfaces du second ordre est fondée sur Pexlstence, non remar- 
quée jusquMci, d^uno relation linéaire et homogène entre les carrés des distances 
à un plan quelconque, de n points pris à volonté sur un ellipsoïde ou sur une 
courbe gauche du quatrième ordre, sur une cubique gauche ou sur une conique. 
Cette relation interprétée et généralisée donne la clef d^un grand nombre de» 
questions que les géomètres n^avaient point abordées encore^ et qui se résolvent 
sans aucun calcul et d\ine manière intuitive. 

Parlf. — Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, qaal des Augastins, 55. 
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